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研究成果の概要（和文）： 
 
フラクタルグラフにおける浸透過程およびランダムな全域木モデルを構成しその性質を調べた。
特に重要な性質として、ランダムな一様全域木モデルと最小全域木モデルではその極限過程に
おいて臨界指数が異なることを示した。 
 
研究成果の概要（英文）： 
 
We constructed some percolation models and random minimal spanning tree models on 
fractal-like graphs and studied some properties of these probabilistic models. Especially we 
showed that there is a difference of critical values between minimal spanning trees and 
uniform spanning trees.  
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１．研究開始当初の背景 

 
統計力学に関する確率モデルの研究はこ

こ数十年の間で非常に盛んになり、大きく発

展している。格子気体の流体力学極限やイジ

ングモデルなど、偏微分方程式や可積分系な

どの分野とも関連する重要な問題と認識さ

れている。本研究代表者はこれまでにこうし

た確率モデルの一つであるパーコレーショ

ン（浸透過程）について精力的に研究してお

り、これまでの研究で特にフラクタルグラフ

を扱ったのは、統計力学における繰り込み群

やスケーリング則を考えるにはグラフの平

行移動不変性よりも自己相似性が重要だと
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考えたからである。２００４年～２００６年

にかけて科研費若手研究（Ｂ）に採択されて

いた「フラクタルグラフでのパーコレーショ

ン相転移現象の研究」では「平行移動不変性

を持たないグラフ」においてどのような相転

移現象が生じているかを調べ、シェルピンス

キーカーペットと呼ばれるフラクタルグラ

フでは一般の２次元正方格子では相転移の

存在・非存在に関して大きく異なる特徴を持

つことがわかった。フラクタルでは平行移動

不変性を欠くことにより２次元格子と比較

して解析が困難ではあるが、相転移点の一意

性（樋口-Wu、2006）や無限クラスターの一

意性（竹居-Keane、2006）など２次元正方

格子と共通する性質（言ってみれば、あまり

突飛でない性質）も確認されている。  

これらの研究から、より一般のグラフを設

定し、そのグラフの持つ性質がパーコレーシ

ョンモデルの相転移現象にどのように反映

されるかを考えることが重要かつ興味を惹

く問題であると考えた。パーコレーションと

グラフの性質との関係という観点は、１０年

ほど前から Haggstrom らによってある種の

有限生成群に対応するグラフでの確率モデ

ルの相転移現象と群の性質を結びつける、と

いう研究が盛んに行われている。こうした研

究は、いわば相転移現象という統計力学の問

題の数学的興味への一般化、と言ってよい。 

本研究計画では、パーコレーションに代表

される統計力学の確率モデルを用いたフラ

クタルの特徴づけを行いたいと考えた。フラ

クタル格子はシェルピンスキーガスケット

のような「有限分離性」を持つものとシェル

ピンスキーカーペットのような「無限分離

性」を持つものに大別できる。より細かい分

類にはハウスドルフ次元やスペクトル次元

といった諸量が用いられることもある。本研

究計画では、主にパーコレーションの観点か

らのフラクタルの分類を行おうとし、そのた

めに等周次元といった幾何的性質、相転移現

象といった統計力学的性質がフラクタルの

基本構造とどのようにつながっているかを

明らかにしたいと考えた。 

 フラクタルが注目されるようになって数

十年が経ち様々な成果が得られているがま

だまだわかっていないことは多い。ひとくち

にフラクタルと言ってもものによって性質

の違いも共通点もあり、特にシェルピンスキ

ーカーペットのような「有限分離性を持たな

い」フラクタルについては解析の難しさがあ

って知りたいことが多く残っている。こうし

たフラクタル研究に少しでも寄与したいと

考え、新たな視点からのアプローチを考える

こととした。 
 
２．研究の目的 
 
３年に設定した研究期間において明らか

にする点は以下のとおりであった。 

(1)パーコレーションによる３次元以上を含

めた一般化シェルピンスキーカーペットの

分類。 

  前項で述べた基本構造を持つシェルピン

スキーカーペットは３次元以上にも拡張し

て構成される。そのグラフにおいてのパーコ

レーション相転移現象を調べ、より広い範囲

での分類を完成させる。 

(2)非自明な相転移現象の有無と等周次元と

の関係。 

グラフの等周次元が真に１より大きけれ

ば非自明な相転移が存在する、という予想が

なされている（Benjamini-Schramm、1996）。

この予想を解決したいと考えている。グラフ

の等周次元の値を求めることは一般には簡

単ではないが、フラクタルグラフにおいては

比較的計算しやすいので、まずフラクタルグ

ラフで示し、一般論へと展開する。 



 

 

(3)フラクタルグラフにおけるイジングモデ

ルなどの多様な統計力学モデルの研究。 

  フラクタルグラフにおける様々な統計力

学モデルを導入し、それぞれの特性を活かし

たフラクタルの特徴づけを行う。 

(4) こうした(1)～(3)の研究において考え出

された手法が他の確率モデルに応用できる

ことも考えられるため、そうした発展的研究

をも行う。 

 本計画は統計力学的観点からフラクタル

の新たな一面を浮かび上がらせると同時に、

組合せ論・確率論・グラフ理論の橋渡しとな

る研究をも目指し、従来の確率論研究の範囲

にこだわらず、広く離散数学的方法を積極的

に導入することでの統計力学モデルの新し

い解析方法の発見、および逆に確率論的手法

の導入によるグラフ理論の発展生み出した

い、と考えた。 

 
３．研究の方法 
 

 まず研究代表者のこれまでの研究を精密

化し、一般化シェルピンスキーカーペットの

分類を行った。また、様々なフラクタル格子

について、具体的に数値計算を行いどのよう

な「臨界現象が起こっているか」のシミュレ

ーションを行った。こうした研究を進める過

程でフラクタル上のランダムな全域木モデ

ルの重要性を知り、一様全域木モデルと最小

全域木モデルについて計算を進めた。こうし

た計算においては離散数学的手法が特に重

要でなった。この研究に際しては、グラフ理

論や組合せ論の研究者とも密に連絡を取り

情報提供を受け、また討論をしつつ研究を進

めるために確率論以外の分野の研究集会に

も積極的に参加した。こうした研究交流によ

り確率ゲームに再帰性を持つ漸化式の計算

技術が使える問題があることがわかり、数理

ゲームの研究を並行して行うこととした。 

 
４．研究成果 
 

 ３年間の研究期間で、主に下記の４点につ

いて成果を得た。 

 

(1) フラクタル格子上の浸透過程において、

自明でない相転移が生じるかどうかのよい

十分条件を得て、その条件とグラフの等周次

元が深い関係にあることを示した。 

 研究計画の(1)(2)に対応する結果であり、

研究論文としてまとめた。「等周次元が１よ

り真に大きいことが非自明な相転移を導く」

というBenjamini-Schrammの問題の解決ま

では至らなかったが、一般化されたシェルピ

ンスキーカーペットなどのクラスではこの

命題が正しいことを確認した。また、浸透の

方向に一部制限のあるグラフでのパーコレ

ーションにおいて非自明な相転移が存在し

ないような新たな例を挙げその性質を証明

した。 

 

(2) シェルピンスキーガスケット格子にお

けるランダムな最小全域木モデルと一様全

域木モデルを構成し、それぞれの極限確率過

程に現れる臨界指数が異なることを示した。 

 研究計画(3)に対応する。有限グラフにお

いてランダムに全域木を選ぶ確率モデルは

ループ除去ランダムウォークやパーコレー

ションと深い関係があることが知られてい

る。２次元および３次元シェルピンスキーガ

スケット格子で一様全域木モデルを構成し、

その連続極限として得られる確率過程の平

均２乗距離の臨界指数がランダムウォーク

や従来の非交叉ウォークとも違うものがで

きることがわかった。 

表にそれぞれの指数を掲げる。下線を付した

部分が本研究で得られたものである。この成

果は Teufl 氏、Wagner 氏との共著論文として



 

 

公表予定である。 

 

 

表 平均２乗距離の臨界指数 

 また、最小全域木モデルで同様に連続極限

として得られる確率過程の平均２乗距離の

臨界指数は、一様全域木モデルに比してわず

かに小さくなることがわかった。これは最小

全域木モデルの構造が一様全域木よりもわ

ずかに高いフラクタル次元を有することを

示している。 

 

(3) フラクタル格子上の浸透過程の臨界確

率に関する上からの評価について計算が容

易な方法を提案し、実際に新たな評価値を得

た。 

 シェルピンスキーカーペット格子におけ

るボンドパーコレーションの臨界確率につ

いては、以前その上界の評価値が 0.92 であ

ることを示していたが（Shinoda 2002）、グ

ラフの横断確率から得られる評価式を用い

て今回新たにその上界値を 0.7まで更新した。

まだシミュレーションで得られる推測値

0.56 には及ばないが、非常にシンプルで計算

機による数値計算に向いている手法であり、

フラクタル格子に限らず多くの平面格子で

のパーコレーション臨界確率のよりよい評

価値が得られると考えられる。特に２次元正

方格子でのサイトパーコレーションの評価

は重要な問題であるものの 0.679程度の上界

値しか知られていないが、本手法を用い大規

模な計算を行えば更新が可能と考えている。 

 

(4) 再帰構造を持つ漸化式の計算手法を応

用することで、ランダムな要因を含む数理ゲ

ームの戦略に関する結果を得た。 

 研究計画(4)に対応する。研究成果(2)で述

べたランダムな全域木モデルの計算におい

ては、非対称な連立漸化式を具体的に計算し

て解くことで臨界指数の値を求めることが

できた。こうした計算手法を AB Game という

確率ゲームに応用し、最適戦略（厳密解）を

得た。この結果は場合の数の非常に大きくコ

ンピュータでの戦略の決定が難しい問題を

解いたことになり、将来コンピュータによる

戦略探索アルゴリズムの有用性の評価にも

役立つものと考えられる。 
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