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研究成果の概要（和文）： 非線形分散型方程式の定常状態および、解の挙動について研究した。 

特に、 エネルギー臨界項を含む非線形シュレディンガー方程式に対し、以下の結果を得た: 

(1) 空間 4次元以上ならば、 不安定な基底状態が存在する事を証明した。   
(2) 空間 3次元で、 エネルギー劣臨界項の係数が小さい場合は, 基底状態は存在しない事
を証明した。   
(3) 空間 5次元以上の場合に、 基底状態より低いエネルギーの解の挙動を散乱・爆発の観
点から分類した。 
  
研究成果の概要（英文）： I have studied nonlinear dispersive equations. Especially, I 
studied nonlinear Schrodinger equations containing the energy-critical term, and proved 
the followings: 
(1)  Existence of unstable ground state in four dimensions and higher. 
(2)  Nonexistence of ground state in three dimension. 
(3)  Classification of the behavior of solutions below the ground state energy, in view 
of scattering and blowup.    
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１．研究開始当初の背景 
 非線形分散型方程式には、 非線形シュレ
ディンガー方程式、KdV 方程式、ベンジャミ
ン-オノ方程式など多くの方程式がある。 そ
のため、記述する現象も様々であり、物理や
工学をはじめとする多くの分野で重要な役
割を果たしている。 
 微分方程式によって記述される現象が、実
際の現象と対応しているかを示すためには、
数学的な検証が必要である。具体的には、実
際の現象に対応する解の存在を示す必要が
ある。非線形分散型方程式においては、 分
散性と非線形性の兼ね合いによって、爆発解、 
定在波(ソリトン)、 散乱解と呼ばれる３つ
の特徴的な解が存在し、これらの解の研究が
重要である。 また、基底状態や励起状態と
呼ばれる状態の安定・不安定性も重要である。   
 本研究では、これらの重要性を踏まえ、 爆
発解、散乱解、及び基底状態の存在や安定・
不安定性を研究する。上述のように、 非線
形分散型方程式に分類される方程式は多く、 
方程式ごとに分散性や非線形性も異なるた
め、 非線形分散型方程式の代表例である非
線形シュレディンガー方程式を中心に研究
する。  
  
 
２．研究の目的 
 次の二重冪型非線形シュレディンガー方
程式 

 

および、より一般的な非線形性を持つ非線形
シュレディンガー方程式に対し、 基底状態
の存在や安定性、及び、解の挙動を散乱・爆
発の観点から明らかにする。 ここで、 非線
形項に現れる冪 p、qは 
 

 

を満たすとする。 

(1) 上記の方程式に対し、定在波と呼ばれる
次の形の解の存在を示す：  

  

  
 
定在波の存在は、楕円型方程式 

 

の解の存在に帰着されるため、この方程式の
解の存在を示す事が目標となる。 特に、作
用積分を最小にする解は基底状態と呼ばれ、
物理的な観点からも重要であるため、基底状
態の存在・非存在を研究する。  
 
 
(2) 基底状態が存在する場合に、基底状態よ
り低いエネルギーの解の挙動を散乱・爆発の
観点から分類する。 より詳しくは、 基底状
態を利用して構成したポテンシャルの井戸
から出発した解の挙動を散乱・爆発の観点か
ら分類する事を目指す。この研究の帰結とし
て、基底状態の不安定性に関する結果も得ら
れる。   
 
３．研究の方法 
 上記の非線形シュレディンガー方程式に
おいて、 

 
の場合をエネルギー臨界、それより小さい場
合をエネルギー劣臨界と呼ぶ。  
 エネルギー臨界の単独冪型非線形シュレ
ディンガー方程式では、振動する定在波が存
在しない事が知られているため、エネルギー
劣臨界の場合とは状況が異なる事が予想で
きる。 そのため、エネルギー臨界と劣臨界
の場合を分けて考察する。           
 エネルギー劣臨界の場合は、既に多くの研
究結果があるため、上記の二重冪型非線形項
だけでなく、単調性がない非線形項など、こ
れまでの理論では扱えなかった非線形項に
ついて研究を行う。 
 エネルギー臨界の場合も劣臨界の場合も、 
まずは基底状態の変分法的な特徴付けを行
い、その変分問題を解く事により基底状態の
存在を示す。特に、作用の質量スケールから
導かれる汎関数を利用した特徴付けを行う。 
 また、作用積分が基底状態の作用積分より
小さい解に対し、その挙動を考える。このよ
うな解を考えると、基底状態の近傍を通る解
を含むため、解の散乱および爆発の結果を得
ると同時に、基底状態の安定・不安定性の結
果を得る事ができる。また、基底状態の作用
積分より小さな作用積分を持った定在波は
存在しないため、解の挙動の分類が比較的単
純である事が予想できる。 
 解の散乱を示すためには、ケーニックとメ
ルルによって開発された、背理法と凝集コン



パクト性の議論を組み合わせた方法を応用
する。一方、解の爆発の証明には、小川教授
と堤教授によって開発された一般化ビリア
ル等式を用いた議論を応用する。 
 
 
４．研究成果 
２重冪型非線形シュレディンガー方程式 

 

を含むような広いクラスの方程式に対し、 
基底状態の存在を示した。 また、 基底状態
より低いエネルギーの解の挙動を、爆発・散
乱の観点から分類した。  
 
 
(1) エネルギー劣臨界の場合 
 非線形項に単調性のない方程式も扱える
ように、これまでの解析手法を発展させた. 
具体的には、次のような方程式も扱えるよう
にした： 

 

① 上記の方程式を含むような広いクラスの
非線形シュレディンガー方程式に対して、 
基底状態の存在および不安定性を明らかに
した。  
 
② ケーニック-メルルによって開発された
方法を発展させる事により、基底状態より低
いエネルギーを持つ解の挙動を散乱・爆発の
観点から明らかにした。  
 
 (2) エネルギー臨界の場合 
① 楕円型方程式 

 

に対し、空間３次元で周波数 ωが大きい場合
には、基底状態が存在しない事を示した。 
 一方、空間４次元以上の場合には、全ての
周波数 ω に対して、上記の楕円型方程式は、
基底状態を持つ事を示した。この方程式に対
する基底状態の存在は既に知られていたが、 
非線形シュレディンガー方程式の解の挙動
の解析も考慮に入れた変分法的な特徴付け
を利用して存在を示した事がポイントであ
る。  
 
② 空間５次元以上の場合に、 基底状態を利
用して構成したポテンシャルの井戸から出
発した解の挙動を散乱・爆発の観点から明ら

かにした。 これにより、基底状態が、少な
くとも、２種類の不安定性を持つ事も明らか
になった。  
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