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研究成果の概要（和文）：熱弾性や熱弾塑性といった固体材料の動的変形を記述する非線形偏微分方程式を中心
とし、それらに関連する問題について考察した。研究期間中に得られた成果を大きく分類すると、（1）変数係
数梁方程式の解の漸近挙動の分類、（2）形状記憶合金ワイヤーの動的変形を記述する偏微分方程式の導出、
（3）構造保存型差分解法のエネルギー法とその応用、の3点がある。

研究成果の概要（英文）：We studied the problems on nonlinear partial differential equations 
representing a dynamical transformation for solid materials such as thermoelasticity and 
thermoelastoplasticity and their related topics. Our results for this research subject are roughly 
classified as follows: (1) classification of asymptotic behaviors of solutions for the beam 
equations with variable coefficients, (2) derivation of a model for shape memory alloys wire (3) 
energy methods for structure-preserving finite difference methods and its applications. 

研究分野： 数物系科学、数学解析

キーワード： 偏微分方程式　固体材料　構造保存型数値解法　漸近挙動

  ２版
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研究成果の学術的意義や社会的意義
熱弾性や熱弾塑性は既に工学・物理分野の観点からは理論が確立されており、衝突のシミュレーションなど様々
な場面で利用されている。一方そこで用いられるのは本来のモデルを簡略化した問題が殆どである。それは、元
のモデルは計算コストが高いことと、数学的に厳密な検証などについては数学理論が十分追いついていないこと
に起因している。
本研究課題では、オリジナル・もしくはそれにできる限り近いモデルに対する方法論の確立を目指しており、よ
り精度が高く安全な最適設計などに繋がる可能性を秘めている。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
固体の弾性変形と熱伝導の関係を表現する熱弾性方程式は、変位についての弾性方程式と温度
についての熱方程式との連立偏微分方程式である。熱弾性方程式は変位と温度の相互作用によ
って放物型と双曲(分散)型の中間的な性質を持つことがあり解の挙動を単純には分類できない
ということは以前の研究背景でも述べている。 
熱弾性に対しては多くの研究業績が知られているが、もっとも単純な一次元線形熱弾性であっ
ても多くの興味深い問題が存在する。ましてより物理的に自然な非線形問題を考える場合は解
の存在でさえ条件次第で自明ではない。熱弾性には様々な観点からの研究が知られているが、そ
こから派生する問題も多種多様である。例えば、非線形項に Ginzburg-Landau 型の非凸型多項
式非線形項を採用すると形状記憶合金を表現するモデルが導出されるし、ヒステリシス作用素
と呼ばれる多価作用素を採用すると熱弾塑性方程式が導出される。粘性項を付与することで熱
粘弾塑性方程式が導出される。等方的でなく異方的な弾性変形を考えることも物理的には自然
な要請であるが、数学の観点からは多くの未解決問題が存在する。 
 
 
２．研究の目的 
本研究の究極的な目標は熱弾塑性変形や損傷など固体の大変形問題に関わる現象を表現するモ
デルについて数学を用いて解析し、材料の安全性を保証する問題などへと応用することである。
その準備として、本研究課題では熱弾性の非線形偏微分方程式の解の挙動や性質を理論数学の
立場から調べ、更にその極限モデルと位置づけられる熱弾塑性の方程式の解の挙動などを特定
することを目的としている。またこの問題を考察する上で新たな数学理論の発展に寄与するこ
と、および工学分野の研究者と連携しこれらの理論の応用例を見つけることも本研究の目的で
ある。 
 
 
３．研究の方法 
上記の目的を達成するため、様々な問題の内、本研究課題では熱弾性の温度分布を与えられたも
のとする弾性問題、熱弾性、関連する固体材料の方程式に目標を定め、それらの初期値問題(全
空間)、初期値境界値問題(有界領域)やワイヤー(幾何学的制約条件)などの仮定の下で問題を考察
する。問題の解析には関数解析・調和解析・実解析・確率解析といった各種理論および数値解析
の理論を用いる。 
積極的に国内外の研究者と交流し情報収集と議論を行うことを意識して研究を進める。また研
究分野を通じて、工学分野の情報を取り入れるため、工学などの応用分野の研究者とも連携し情
報交換および検証実験を依頼する。また研究室の大学院生や学部生には問題の数値実験を依頼
する。 
 
 
４．研究成果 
上記の方法に沿って研究し実際に研究期間中に得られた結果を以下に挙げる。 
(1) 変数係数梁方程式の解の漸近形を分類した。摩擦項と Hooke の法則から導かれる振動項(以
下 Hooke 項)に変数係数が作用した梁方程式を考察する。この方程式のモデルは、形状記憶合金
の温度を既知関数として与えた線形化モデルや梁の伸張を考慮した Woinowsky-Krieger 梁方程
式の線形化方程式のモデルである。変数係数の時間についての減衰(または増大)率によって、解
の漸近形は異なり、特に摩擦項の係数の減衰率が弱く摩擦項が無視できない場合について、Hooke
項の係数によって熱方程式の基本解か４階放物型方程式の基本解に近づくことを示した。証明
に用いるのは自己相似変換とエネルギー法である。本研究は若杉勇太氏との共同研究に基づく。 
(2) 構造保存型差分解法について研究した。構造保存型差分解法とはエネルギー保存など方程
式のもつ構造を引き継ぐように差分方程式を導出する方法である。構造保存型差分解法は数値
計算は勿論のこと微分方程式の解の性質を調べる上でも有効である。一方、微分方程式の持つエ
ネルギー構造を利用して解の諸性質を導く方法をエネルギー法と言う。構造保存型差分解法の
もつエネルギー構造に微分方程式のエネルギー法を適用すると微分方程式と全く同じ手続きで
差分解法の解の諸性質を導出できることがわかった。このことを利用して、本研究期間中に得ら
れた結果は、①動力学的境界条件下での Cahn-Hilliard 方程式、②小さな初期値に対する時間大
域解の存在と誤差評価、③準線形偏微分方程式に対する拡張、④その他の方程式に対する応用、
である。①から④のそれぞれについてもう少し詳しく説明する。①境界条件自体が時間発展する
ような微分方程式になっている境界条件を動力学的境界条件という。これは領域の方程式と境
界の方程式が独立していることから材料を薄膜でコーティングしたような複合材料を記述する
方程式などへの応用が期待される。ここではこの動力学的境界条件の下での Cahn-Hilliard 方
程式に対しても、構造保存型差分解法が有効であり、エネルギー法を用いることでこの問題の差
分解法の解の存在および誤差評価を示した。本研究は和田沙織氏と深尾武史氏との共同研究で



ある。②では、初期値が小さいという仮定の下でエネルギー則が成り立つ場合に対しても、微分
方程式と全く同様に初期値が十分小さいという仮定の下で構造保存型差分解法の解の存在や誤
差評価が示せることをまとめた。微分方程式に対しての「小さな初期値に対する時間大域解の存
在」については松村-西原による教科書「非線形微分方程式の大域解－圧縮性粘性流の数学解析
(日本評論社)」によって簡潔にまとめられているが、これが離散の枠組みでも全く同様に成立す
ることを示したと言い換えることもできる。③上記の松村-西原による著書では準線形偏微分方
程式に対してもこれらの理論が応用されているが、これも(半)離散の方程式に適用できること
を示した。半群の理論を基礎にした加藤の方法の離散版は Lubich らによって与えられているが、
我々はこの松村-西原のエネルギー法を基礎にしている。本研究は川島秀一氏との共同研究に基
づく。④相分離を伴う粘弾性・弾性方程式、弾塑性方程式、熱弾性方程式などについて構造保存
型差分解法による解析を与えた。相分離を伴う粘弾性・弾性方程式の結果については紫村一輝氏
との共同研究である。 
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