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研究成果の概要（和文）：本研究計画では、線形および非線形の放物型方程式に対する動的特異点を持つ解の存
在と、その形状およびダイナミクスについての研究を進めた。具体的には，藤田方程式、吸収型方程式、動的ポ
テンシャルを持つ線形熱方程式、特異拡散方程式などを対象とし、特異解が存在するための条件と特異点近くで
の漸近的プロファイルについて調べた。これにより、非線形項の臨界指数の存在と特異点の挙動のヘルダー指数
の重要性が示された。

研究成果の概要（英文）：In this project, we study the existence of solutions with moving 
singularities for some linear and nonlinear partial differential equations, and examine the profile 
and dynamics of such solutions.  More specifically, for the Fujita equation, the absorption 
equation, the linear heat equation with a dynamic potential, and a singular diffusion equations, and
 investigate the conditions for the existence of singular solutions and asymptotic profile near 
singularities.  By these studies, it is shown that the importance of some critical exponents and the
 Holder exponent of the motion of the singularity are crucial.

研究分野： 放物型偏微分方程式に対する非線形解析

キーワード： 発展方程式　偏微分方程式　特異点　非線形解析　臨界指数　分岐

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
特異点の研究は古くからあり、特に非線形楕円型偏微分方程式の研究はかなり進んでいる。しかしながら、放物
型偏微分方程式における移動特異点は、数学的には自然な対象であるにもかかわらず、研究はまだ始まったばか
りである。この計画で得られた成果は今後の移動特異点理論の基礎となるものであり、偏微分方程式論や幾何学
への応用も含めて、今後さらに発展するものと期待される。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 

 
 偏微分方程式の解が空間内の１点を除いて定義されているとき、もしこの解が全空間で定義さ
れる解とこの点を除いて一致すれば、これを除去可能な特異点という。特異点の除去可能性につ
いては複素関数論や楕円型方程式の研究において多くの興味深い結果が知られている。 
 べき乗の形の非線形項を持つ優線形放物型偏微分方程式に対し、以前から特異性を持つ球対称
定常解の存在が知られていたが、これは特異点を保持する解のもっとも簡単な例である。楕円型
方程式に対する特異解の存在と非存在については 1980 年代から多くの研究がなされており、孤
立特異点の除去可能性や、特異点の漸近形について詳しい性質が明らかにされている。 
 放物型方程式についての時空間領域における特異性については、放物型方程式に対する一般的
な正則性条件が知られていたが、その数学的な意義は明らかでなかった。また、線形の熱方程式
には特異点を保持するような弱解が存在しないことや、藤田型方程式のような優線形偏微分方程
式においては、有限時間における特異性の発現（爆発）に興味が集まっていたこともあり、放物
型方程式の移動特異点についての研究は、大きな流れとはなっていなかった。 
 一方、数年前より、研究代表者とそのグループは、ある種の放物型方程式に対する移動特異点
を持つ解の性質について調べ、以下のようなことを示した。 
(1) 移動特異点を持つ解の存在は非線形に依存し、特にべき乗の形の非線形項を持つときには臨
界指数が現れる。 
(2) 特異性の強さは方程式の形によって異なるが、線形項が支配的になる場合と、非線形項が影
響を及ぼす場合とでは強さが異なる。 
(3) 特異点が滑らかに動く場合には特異点における解の漸近形の主要項は時間とともに変化し
ないが、特異点の位置が急激な変化をする場合には、主要項のオーダーや形状が変化する。 
 このように、移動特異点には著しい数学的構造が隠れていることが示唆され、基礎理論的にも
定性理論的にもその詳細な性質の解明が望まれていた。 
 
  
２． 研究の目的 

 
 以上のような状況のもとで、本研究では各種の放物型偏微分方程式に対し、移動特異点を保持
する解が存在するための条件を探るとともに、特異点の持つ幾何学的な性質を調べることを目的
とした。これにより、解の特異性に対する数学的理解が深まるとともに、解析学に新たな研究分
野が開かれることが期待される。 
 本計画においては、移動特異点を持つ解の存在を考慮に入れて、特異点が除去可能であるため
の条件を明らかにし、また除去不可能な特異点の漸近的性質の解明をしたい。そのためには、時
間とともに変化し得る特異点の動きが特異点の性質に与える影響を評価する必要があり、その解
析には従来の手法のみでは不十分であり、移動特異点の性質を考慮した新たな技法の開発を必要
とする。そこで、摂動論をさらに発展させるとともに、分岐理論、力学系理論、エネルギー法な
どと組み合わせた解析手法の確立も目的の一つである。これにより、特異点の除去可能性および、
移動特異点の解析的、幾何学的な性質を明らかにしたい。 
 
 
３． 研究の方法 

 
 特異性と非線形性の相互作用によって生じる特殊な構造を考慮に入れて、標準的な偏微分方程
式に対する関数解析的手法を修正した新しい手法を試みた。これにより、移動特異点の性質を詳
しく調べて、発展方程式における特異性保持のメカニズムを調べることが可能となる。また、こ
れまでに研究対象となっていなかった、非線形性によって自律的に保持される特異点について詳
細な解析を行った。 
 各種の偏微分方程式に対し、（必ずしも移動しない）特異点を持つ解の存在について理解して
おくことも重要であり、まず、どのような方程式が移動特異点の問題に適当であるかを調べた。
次に、いくつかの具体例について移動特異点の解析を行い、移動特異点について統一的な視点か
らその本質を明らかにした。 
 以上の計画を遂行するために、各方程式に対する国内外の協力者との連携を深め、組織的に研
究を進めた。 
 
 
４． 研究成果 

 
 期間中に得られた主な研究成果は以下の通りである。 
  
(1) 藤田型方程式のようなべき乗の形の非線形項を含む方程式 
 べき乗型非線形項を持つ半線形放物型方程式に対し、動的特異点を持つ解の存在とその漸近挙
動について研究を行った。非線形項が湧き出し型の場合には、べきに対する条件の下、動的特異



点が孤立点となる解の存在を示すとともに、高次元特異集合を持つ解の存在条件を明らかにした。
吸収型の非線形項の場合には、超曲面上に動的特異点を持つ解を構成し、特異点近傍の漸近挙動
を明らかにした。さらに、より一般の非線形項を含む方程式についても、同様の構造を持つため
の漸近的条件を明らかにした。いずれの場合にも、高次元特異集合および境界特異集合を含む場
合への拡張を試みた。 
 
(2) 逆可積分条件を満たす非線形項を持つ方程式 
 非線形項が Osserman 条件と呼ばれる積分条件を満たすとき、放物型偏微分方程式には 
large solution と呼ばれる境界で発散する解が存在することは以前から知られていたが、ここ
では境界が時間とともに変化するときにも同様の解が存在するかどうかについて研究を進めた。 
その結果、境界が時間的、空間的に滑らかな場合には確かにこのような解は存在し、境界付近
の漸近挙動は境界の曲率と法線速度に依存することを明らかにした。また、最小解の存在定理
を確立した。 
 
(3) 動的な Hardyポテンシャルを持つ方程式 
 Hardy型ポテンシャルを持つ線形拡散方程式の特異解の存在について大きな進展があった。よ
り具体的には、逆２乗の特異なポテンシャル項を含む放物型方程式について、特異解が存在する
ための最適な条件を明らかにし、また特異性の強さが異なる２種類のタイプに分類されることを
明らかにした。これらの解はそれぞれ一意的であり、適切性についても同様の結果が得られるこ
とを示した。 
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