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研究成果の概要：優臨界指数をもつ半線形放物型方程式の解の有限時間での爆発は、指数が 

劣臨界の場合と大きく異なる。特徴的なものとして不完全爆発、タイプ II の爆発、タイプ I

の爆発の自己相似解の構造が挙げられる。本研究では, 多孔質媒体における方程式および走化

性方程式系における複数回爆発する解の構成、任意のタイプ II 爆発解の詳細な rate の決定、

Lepin の指数より大きい冪をもつときのタイプ Iの自己相似解の非存在定理の証明を行った。 
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１．研究開始当初の背景 

半線形拡散方程式 uuuu p
t

1||  の
初期値問題の解は初期値, 空間次元, 非線
形項の冪 p の値によって有限時間で爆発す
る場合と時間大域的に存在する場合がある. 
ここで, 解u の

L -ノルムがある有限な時
刻T で無限大に発散するときu は時刻T で
爆発すると言い, || u が時刻T で無限大にな
っているような点を爆発点と呼ぶ. 時間大
域解とは古典解としてすべての時刻で存在
する解のことである.この方程式は固体燃料
の燃焼を記述しており, 爆発は発火とみな
すことが出来る. 有限時間での爆発と時間
大域的存在のどちらが起こるかを決定する

という基本的な問題については, すでに国
内外の多くの研究者の努力によってほとん
ど解決されている. すると次の研究対象は, 
各々の場合に解がどのような振る舞いをす
るかを調べることである. p がSobolevの埋
め込み定理の意味での臨界指数 Sp より小さ
い(subcritical)場合は, 有限時間で爆発す
る解の爆発点の近傍での挙動についても時
間大域解の時刻無限大での挙動についても
研究が進み非常に特別な状況を除けばすで
に解明されている. これらの結果は, 
subcritical の場合の解の挙動は多くの研究
者にとって想定内であることを物語ってい
る. ところが, Spp  (supercritical) に

研究種目：基盤研究（C） 

研究期間：2007 ～ 2008 

課題番号：19540210 

研究課題名（和文） 超臨界指数をもつ非線形放物型方程式の解の特異性と挙動に関する研究 

 

研究課題名（英文） On the singularity and the behaviors of solutions for parabolic 

equations with supercritical nonlinearity 

研究代表者 

 溝口 紀子(MIZOGUCHI NORIKO) 

東京学芸大学・教育学部・准教授 

研究者番号：00251570 



対しては, 長い間 二、三の結果を除けば手
つかずといってよい状態が続いていたが数
年前から興味深い事実がいくつか提示され
てきた. これまでに知られている数少ない
結果からも容易に推測できるが, 
supercriticalの場合の状況は subciritical
の場合よりはるかに複雑な様相を呈してい
る. 

そのひとつとして不完全爆発と呼ばれる
非常に面白い現象がある. これは古典解の
意味では有限時刻で爆発しているが, 弱解
の意味では延長できるような爆発を意味す
る. 不完全爆発する解の存在は 
[1] V. A. Galaktionov and J. L. Vazquez, 
Continuation of blowup solutions of 
nonlinear heat equations in several 
dimensions, Comm. Pure Appl. Math. 50 
(1997), 1-67 

[2] N. Mizoguchi, On the behavior of sol

utions for a semilinear parabolic equati

on with supercritical nonlinearity, Math.

 Z. 239 (2002), 215-229 

によって既知であるが, そのような解が爆発
後どのような振る舞いをするかについてはき
わめて特別な場合を除けば何も分かっていな
かった. これまでに知られていたのはpeakin
g solutionと呼ばれる爆発後すぐに古典解と
なりそのまま時間大域的に存在し続ける解で
ある. 実際のモデルではいったんは発火する
がそれは不完全燃焼ですぐに火が消えてしま
いそのまま二度と発火は起こらないことを意
味する. peaking solutionについても知られ
ていたものは逆向きの自己相似解として爆発
し爆発時刻で前向きの自己相似解に接続され
時刻無限大で0に収束するような特殊な解の
みであったが,  
[3] N. Mizoguchi, Various behaviors of 
solutions for a semilinear heat equatio
n after blowup, J. Functional Analysis 
220 (2005), 214-227 

で, 時刻無限大で様々な挙動をするpeaking 

solutionが得られた. また, 解がある有限時

刻で不完全爆発した後すぐに古典解に戻り再

び爆発するという現象, 即ち, 不完全燃焼が

おこり火はすぐに消えてしまうがしばらくし

て再度発火するという現象が起こることが

[4] N. Mizoguchi, Multiple blowup of sol

utions for a semilinear heat equation, M

ath. Ann 331 (2005), 461-473. 

[5] N. Mizoguchi, Multiple blowup of so

lutions for a semilinear heat equation 

II, J. Differential Equations 231 (200

6), 182-194 

で示された. [4]が発表されるまでは, この

ような種類の爆発の可能性については否定的

な予想も肯定的な予想もあったが, この２つ

の論文で肯定的に解決された. 

 p がsuperciritcalの場合の爆発に関する
もうひとつの興味深い現象は, 対応する常微
分方程式の解の爆発のオーダーより速い爆発
が起こり得ることである. 実際, そのような
解が 

[6] M. A. Herrero and J. J. L. Velazquez,

Explosion de solutions des \'{e}quations

 paraboliques semilin\'{e}aires supercri

tiques, C. R. Acad. Sci. Paris 319 (199

4), 141-145 

で構成されている. このような爆発は type 
II と呼ばれ, p が superciritcal の場合に
固有の現象である. 
 
 
２．研究の目的 
[4]と[5]で得られた複数回爆発する解の

特徴は, どの爆発時刻でも同じ場所で爆発
が起こっていることと異なる爆発時刻の差
が非常に大きいことである. では, 異なる
爆発時刻で異なる場所で爆発する解や, 任
意に与えられた複数の時刻で爆発する解は
存在するのだろうか？ さらに, [4]と[5]で
得られた解は球対称であるが, 球対称性を
もたない解で複数回の爆発が起こるような
ものは存在するのかという自然な疑問が生
じる. 本研究ではこれらについて解明する. 
さらに, 多孔質媒体における方程式をはじ
めとしてより一般的な非線形放物型方程式
への拡張についても考える. 本研究の研究
代表者によって[4]と[5]で始められた複数
回爆発する解の詳細なメカニズムを解き明
かすことが本研究の目的のひとつである. 
Type II の爆発の定義は爆発の rate が

p
t uu  の解の爆発のオーダーより速いとい

うだけでそれより詳しい情報は全く与えて
いない. 例えば, いくらでも速い rate で爆
発する解が存在するのだろうか？ それとも, 
爆発の rate には何らかの上限があるのだろ
うか？ 本研究では, この問いを始めとして
ほとんど何も分かっていない type II の爆発
の性質を調べる. 他の方程式やシステムで
も type II の爆発をする解の存在は知られて
いるが, 個々の解ではなく一般的な挙動の
研究はほとんど進んでいないようである. 

uuuu p
t

1||  に関する研究を最初のス
テップとして他の方程式やシステムについ
ても考える. 
 
 
３．研究の方法 
東北大学に出張して連携研究者の柳田英

二氏と非線形放物型方程式の解の挙動に関
する議論を行なった. 
 Guiros氏とVazquez氏との共同研究は3年
前にマドリードに招待されたときに始まっ



たが, この２年間にそれを完成させた. 
  Fila 氏との共同研究によって, 不完全爆
発に関する新しい結果を得た. 
  仙葉隆氏と, 走化性方程式系について
共同研究を行った. 
  国内外の研究集会に出席して研究成果を
発表した. それによって多くの研究者と議
論を交わし, これからの研究の進め方につ
いての示唆を得た. 
 
 
４．研究成果 

半線形拡散方程式 uuuu p
t

1||  の
初期値問題のtype IIの爆発をする解の爆発
のrateを決定した. 放物型方程式の２つの
解の間の交点数が時間に関して非増加であ
ることと、微分係数も０になっていれば交点
数はその時刻で減少するという性質は、放物
型方程式の解の挙動の研究において重要な
役割を果たしてきた. しかし、typeIIの爆発
のrateを調べるためにはそれでは不十分で
ある. そこで３つ目の解をうまく構成し３
つの解の間の交点数だけでなくそれらの動
きを注意深く追うことによってtypeIIの爆
発のrateをｐがLepinの指数より大きい場合
に決定した. 次に, これらの３つの解に組
みひも群の理論を適用することによって非
線形項の冪ｐに関する仮定をJoseph-Lundgr
enの指数より大きいという条件に改良した.
 さらに, 最初の論文では非常に複雑な解析
的な評価を必要としたが, 組みひも群の理
論を適用することによりその複雑さを解消
し証明を簡単にすることができた. 組みひ
も群を偏微分方程式に応用することはGhris
t等により始められたが, ここで用いた方法
は彼らの視点とは全く異なり, Matanoによ
って定義されたparabolic reductionという
概念を用いた. また、個々の方程式の形に依
存しないので多くの方程式への幅広い応用
が期待される. 実際, 爆発後の弱解として
の解の延長の一意性の研究にも応用した.  

type Iの爆発をする解が, 時間が爆
発時刻に近づくとき爆発点の近傍でどの
ような振る舞いをするかについて調べた
. 爆発点の近傍での解の挙動を調べる
ことは, Giga-Kohnで導入された逆向き
の自己相似的な変数変換によって書き換
えられた別の方程式（GKと書く）の時間
大域解の時刻無限大での挙動の研究に帰
着することができる. 方程式GKの時間
大域解はその定常解に収束することが分
かっている. 従って, type Iの爆発を
する解の爆発点の近くでの挙動を調べる
ためには方程式GKの定常解の構造を知る
ことが不可欠である. 非線形項の冪ｐが
Lepinの指数より大きい場合に方程式GK
の自明でない定常解が存在するかどうか

という問題は１５年以上未解決のままで
あったが、本年度の研究により存在しな
いことを完全に証明した.  

走化性方程式系の初期値問題の解でty
pe IIの爆発をするものを構成した. さ
らに, これをもとにして複数回爆発す
るような解が存在することを証明した.
 これらの結果を証明するためには研究
代表者による半線形熱方程式の方法を応用
したが, 方程式の形がより複雑なので工夫を
必要とした. 

多孔質媒体における拡散方程式に対し
て複数回爆発するような解を構成した.
 半線形熱方程式で用いた方法では方程式の
拡散項が線形であることが本質的であったの
で多孔質媒体における拡散方程式には応
用できない. したがって, 多孔質媒体
における拡散方程式の特徴を活用し半線
形熱方程式の場合と異なる方法によって
証明した. 
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