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研究成果の概要（和文）：この研究では平均と分散の両方が未知の場合の予測分布の構成を扱った．まずカルバ
ックライブラ損失のもとで通常の予測分布が有限標本のもとで非許容的であることを示した．興味深いのは平均
ベクトルの次元が３未満であっても，このスタイン現象が生じることである．これは分散が未知の場合の設定と
の比較において驚くべき理論的結果である．また，予測問題とパラメータ推定問題の関係についても理解が進ん
だ．

研究成果の概要（英文）：This work treats the problem of estimating the predictive density of a 
random vector when both the mean vector and the variance are unknown. We prove that the density of 
reference in this context is inadmissible under the Kullback-Leibler loss in a nonasymptotic 
framework. Our result holds even when the dimension of the vector is strictly lower than three, 
which is surprising compared to the known variance setting. Finally, we discuss the relationship 
between the prediction and the estimation problems.

研究分野： 統計科学

キーワード： ベイズ統計学　統計的決定理論
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１．研究開始当初の背景 

線形回帰モデルは，多変量統計解析を行う上
での最も基本的かつ重要なモデルである．も
ちろん複雑なデータ構造に対処するために
様々な非線形な統計モデルが使われるが，B

スプラインのように，いくつかの非線形関数
の線形結合として表現される例は多い．この
ことから，計算機が高度に発達した現代にお
いても，線形回帰モデルは依然として重要な
位置を占めている．またモデルの解釈の容易
さの観点から、線形回帰モデルの優位性は動
かない．本研究では，理論的立場から線形回
帰モデルにおける統計的推測問題を考える． 

 

２．研究の目的 

(1) 線形回帰モデルにおける統計的推測問題
において，特にその重要性・有効性が明らか
になってきている縮小型事前分布をベイズ
統計的推測手法に照準を絞る．もちろん回帰
分析の文脈では，リッジ回帰分析が縮小型推
測手法として，まず想定されるが，必ずしも
リッジ回帰分析だけに焦点を絞らず，縮小型
推測手法一般について，いわゆる統計的決定
理論の観点から理論的性質を解明していく
ことが本研究の大きな目的である． 

本研究では主に，誤差項に正規性を仮定した
正規線形回帰モデルを想定し， 統計的推測
として，推定，予測，変数選択を扱う．（た
だし，行った一部の研究ではより広い分布の
クライスである一般球面対称分布のもとで
のベイズ推測手法が，正規分布のもとでのそ
れと一致するというロバスト性の観点から
興味深い結果も得られる．）具体的には， 有
限個のデータが得られたもとで，以下の典型
的問題 

「推定」回帰係数ベクトルの関数の推定，誤
差分散の推定 

「予測」新たな有限個の説明変数が得られた
ときに，対応する目的変数に関する予測分布
の構成 

「変数選択」無駄な変数を含む利用可能な全
ての説明変数が与えられていると想定した
場合の，データに照らして妥当な説明変数の
組み合わせの選択 

において，理論的にも実用的にも優れた推測
方法の提案を目指す． 

 

３．研究の方法 

過去に受領した科研費では，本研究テーマと
深く関連した研究テーマを扱った．その研究
費を使って，アメリカの複数の研究者を訪問
して，共同研究を行ってきた．近年の業績の
多くがその共同研究の成果である．本研究に
おいても，そのスタイルでの共同研究を継続
する．そのため研究費のかなりの部分を旅費
に当てる．また，海外の学会，研究会で研究
成果を発表し，同分野の専門家と議論するこ
とにより，さらに研究を進展させる．その旅
費にも研究費を充当する． 
 

４．研究成果 
(1) 平成 25 年度は，ミニマクス性とスパー
ス性を併せ持つ推定量の構成に集中して研
究した．具体的な問題は，d 変量正規分布の
平均ベクトルの二乗損失関数のもとでの推
定問題である．d>=3のときには，Stein 現象
が生じて，最尤推定量は非許容的になる．こ
のとき James-Stein positive-part 推定量
(JSPP)は 1つの改良型推定量として知られて
いる．JSPP推定量をモデル選択の枠組みで考
えるとき，null model か full model の二択
になっていることが欠点だと考えられる．
Zhou and Hwang (2005， Annals)は，縮小関
数を l_2 norm の関数でなく l_p norm の関数
とすることによって 2つの候補からのモデル
選択を可能にし，また同時にミニマクス性を
持つ縮小型推定量を提案した．私は，Zhou and 
Hwang の結果を拡張して，彼らが p に課して
いた制約を除き，任意の正なる pを用いた l_p 
norm の関数で推定量を構成できることを示
した．James-Stein positive-part推定量は，
経験ベイズ推定量として解釈できる．Zhou 
and Hwang も彼らの推定量がある種のベイズ
推定量として解釈できることを示したが，不
完全である．l_p norm を縮小関数とする縮小
型推定量のベイズ的解釈を与えることは今
後の課題としたい．なお，上に述べた平成 25
年度に得られた結果は，テクニカルレポート
して Arxiv に投稿した． 
 
(2) 平成 26 年度は，正規線形回帰モデルに
おけるベイズ統計学に基づくモデル選択問
題を主に研究した．この問題において典型的
に想定される事前分布として，Zellner の
g-prior がある．この事前分布は，その事前
分散共分散行列が説明変数行列に依存する
という性質を持つ．結果として，周辺尤度が
解析的に計算可能であり，その計算可能性は
最終的な選択規準である Bayes Factor にも
引き継がれるという長所を持つ．例えば，
Maruyama and George (Annals of Statistics, 
2011)はその性質を最大限に利用している．
Bayes Factorの理論的な Justificationとし
て，サンプル数 nが十分大きい場合の一致性
がある．Maruyama and George (2011) では，
説明変数の数 pを固定した下で一致性を議論
したが，p が n とともに増えるような状況に
おける一致性については必ずしも結果が知
ら れ て い な か っ た ． 今 回 ， Michigan 
Technological University の Wang 氏との共
同研究として，p も大きい状況における一致
性に関する結果を導出した．特に pが n の線
形関数である場合は，本質的に Analysis of 
Variance において，水準数が大きい場合に対
応する．この場合には，モデル間のある種の
距離が小さい場合に一致性を持たない場合
が生じることが興味深い．一連の研究結果は
雑誌 Bernoulliに掲載されることになってい
る． 
 



(3) 平成 27 年度は，分散未知の場合の多変
量正規分布の平均ベクトルの推定問題に注
力した．この設定においても，3 次元以上の
場合にスタイン現象が生じることが知られ
ており，自然な推定量を改良するミニマクス
推定量のクラスが知られている．一方，(特
にミニマクス推定量であり，かつ)一般化ベ
イズ推定量の許容性に関する結果は知られ
ていない．これは分散既知の場合の一般化ベ
イズ推定量の許容性について，完全な結果が
得られていることとは対照的であり，より現
実的な設定である分散未知の設定における，
一般化ベイズ推定量が許容的であるための
十分条件に興味が持たれてきた．この問題に
対して，考え得る一つのアプローチとして，
スタインのリスクの不偏推定量に基づく方
法があり，少なくとも許容的であるためのあ
る種の必要条件が得られる．我々はその必要
条件を満たすことを quasi-admissibilityと
定義して，quasi-admissible となる一般化ベ
イズ推定量に関する様々な性質を得ている．
もちろん quasi-admissibilityは許容性より
も弱い良さの基準ではあるが，分散既知の場
合に quasi-admissible でかつ一般化ベイズ
であれば，許容的であることが示されるため，
見込みのあるアプローチであると考えてい
る．近いうちにこれまで得られた結果をまと
めて学術雑誌に投稿予定である．また同時に
Arxiv にも置く予定である．この研究はアメ
リカ・Rutgers 大学の Strawderman 教授との
共同研究であり，平成 27 年度においては 2
度先方を訪問して共同研究を遂行した．  
 
(4) 最終年度である平成 28 年度は，平成 27
年度に引き続き分散未知の場合の多変量正
規分布の平均ベクトルの推定問題を考えた．
平成 25 年度から継続してきた研究テーマで
あるが，平成 28 年度に不完全であった
quasi-(in)admissibility の境界部分をよう
やく解明した．論文としてまとめて Arxiv に
投稿し，また同時に査読付き国際学術誌にも
投稿した．なお，この研究はアメリカ・
Rutgers 大学の Strawderman 教授との共同研
究であり，平成 28 年度においては 2 度先方
を訪問して共同研究を遂行した． 
 
(5) 最終年度である平成 28 年度のもう一つ
の研究成果として，主に平成 25 年度に研究
していた l_p norm に関わる James-Stein 推
定量の研究の進展があげられる．古典的なミ
ニマクス性は非常に保守的であり，結果とし
て sparse 性を追求すると，ミニマクス性を
失ってしまうケースが多い．これに対して，
より弱いミニマクス性の規準であるアンサ
ン ブ ル ミ ニ マ ク ス 性 を 持 つ l_p norm 
James-Stein 推定量を提案した．アンサンブ
ルミニマクス性は，ペンシルバニア大学の
Brown 教授のグループによって別の文脈で推
奨されていたベイズ的な規準である．ある種
の 対 称 性 が あ る た め に ， l_p norm 

James-Stein 推定量の性質を議論する場合に
おいて親和性が高い．この研究は引き続き研
究中であり，平成 29 年度中に Arxiv に論文
を投稿したいと考えている． 
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