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研究成果の概要（和文）：　超曲面に対する変分問題を扱う際、超曲面に何も仮定せずに扱うのは多くの場合困
難である。何らかの対称性を仮定すると、曲線に対する変分問題に帰着される。ここでは、第一に、弾性シェル
の非完全弾性衝突運動を中心線の運動に問題を帰着し、運動の数学モデルの提唱と数値解析を行った。第二に、
与えられた関数を平均曲率とする一般化された回転超曲面の大域的存在を、母線の常微分方程式の大域解の存在
に帰着する事で問題を完全に解決させた。第三の成果として、メビウス・エネルギーをメビウス不変性を保った
まま3つの形に分解出来る事を示し、その分解を用いる事で変分公式の導出と様々な関数空間における評価を得
た。

研究成果の概要（英文）：　When we deal with variational problems for hypersurfaces, some 
difficulties may occur.　　Assuming some symmetry, the problems can be reduced to the problem of 
curves.　　Here we obtain three kind of results.　　First, we reduce the inelastic collision of 
elastic shell to the problem of centerline, and propose a mathematical model and perform numerical 
simulation.  Secondly, we study the global existence of rotational hypersurface with prescribed mean
 curvature.  The problem can be reduced to the global existence of solutions of an ordinary 
differential equation which the generating curve satisfies.  We resolve the problem completely for 
all types of hypersurfaces.  Lastly we deal with the Moebius energy.  We show that the energy can be
 decomposed into three parts keeping the Moebius invariance.   By ude of the decomposition. the 
variational formulas are derived explicitly.  Furthermore we have their estimates on several 
function spaces.

研究分野： 非線型解析

キーワード： 一般化された回転超曲面　メビウス・エネルギー　メビウス不変性　変分公式　変分問題
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１．研究開始当初の背景 
 超曲面に対する変分問題を扱う際、超曲面
に何も仮定せずに扱うのは多くの場合困難
である。何らかの対称性を仮定すると、曲線
に対する変分問題に帰着される。ここでは、 
（１） 弾性シェルの非完全弾性衝突運動 
（２） 一般化された回転面の大域的存在 
（３） Möbius エネルギーの分解と応用 
を扱う。それぞれについて、背景を記す。 
（１）弾性シェルの非完全弾性衝突運動 
固体の障害物によって動きを制限された

弾性シェルの非完全弾性衝突運動の数学的
モデルを提唱したい。シェルの中心線に対す
るエネルギーを定義し、その変分問題として
運動をとらえる。最も単純なモデルは、シェ
ルの重心の運動を考えるものであった。また、
従来のモデルは、完全弾性衝突モデルであっ
た。 
（２）一般化された回転面の大域的存在 
対称性を持つ曲面の代表的なものは回転

面でその研究は Delauney (1841)まで遡る。
それは 3次元ユークリッド空間内の回転によ
って不変な局面である。これを一般化し、コ
ンパクト Lie 群と n 次元ユークリッド空間内
への余次元 2 の主軌道を持つ表現に対し、そ
の主軌道の 1径数族を超曲面を一般化された
回転面という。このような超曲面が 5 タイプ
14 種類存在することはすでに知られていた。
与えられた関数を平均曲率とする一般化さ
れた回転面の大域的存在は、3 次元空間内の
タイプ I の場合が知られている。一般次元の
場合は、関数が解析的という仮定の下で、タ
イプ I の場合のみ知られていた。その場合の
関数の仮定を緩和可能性、あるいは他のタイ
プの場合の大域的存在が未解決であった。 
（３）Möbiusエネルギーの分解と応用 
曲面に対する Willmore 汎関数や曲線に対

するMöbiusエネルギーは、共形変換(Möbius
変換)に関して不変である。特に、相似変換に
関して不変である。そのようは、エネルギー
最小元の存在を示すためには変分法の直説
法が使いづらい。Möbius エネルギーはそれ
に加えて、エネルギー密度が特異性を有して
いるため、解析が容易でない。 

Möbius エネルギーは、与えられた結び目
のクラス内で標準的な形状を与えるという
目的で 今井 淳 氏によって 1991 年に提唱
された結び目エネルギーの一つで、1994 年
に Möbius 変換によって不変である事が発見
され、それ以降 Möbius エネルギーと呼ばれ
るようになった。相似変換は Möbius 変換の
一つである。すなわち、このエネルギーは相
似変換によって不変（スケール不変性）にな
る。一般にスケール不変なエネルギーの変分
問題は解を持たない。スケール不変性により
エネルギー密度の集中を起こす事が避けら
ず、その結果、最小化列の収束が期待できな
いためである。結び目の場合は、エネルギー
密度の集中は、結び目の一点集中（堅結び）
に相当する。Möbius 不変性があれば、これ

を解消しうる。すなわち、堅結びが起こりそ
うになったら、それに近い球面に関して反転
を行えばよい。球面に関する反転もメビウス
変換であるので、エネルギー値を変えること
なく、堅結び目を解消出来るのである。この
方法で、Freedman-He-Wang は素結び目型
に対する Möbius エネルギーの変分問題を肯
定的に解決した。素結び目は堅結びが起こる
としても 2か所以上同時に起こる事がないの
で、この方法が有効であった。素結び目でな
い、いわゆる合成結び目については、この方
法は有効でなく、変分問題は解決されていな
い。それどころか、数値計算により、合成結
び目型に対する変分問題の解は存在しない
と予想されている(Kusner-Sallivan 予想)。
この予想は正しいと思われているが。未解決
問題である。Kusner-Sallivan 予想の解決も
含め、Möbius エネルギーの性質を詳細に知
る事は重要である。変分問題の基礎となる第
一変分公式については、主値積分による表示
は知られていたが、絶対可積分性を持つのか
否かは明らかになってかった。表示も陽に求
められているのは主要部のみであった。 
 
２．研究の目的 
曲線に対する解析に帰着される変分問題

を解析する。そのため、次の点を明らかにす
る。 
（１）弾性シェルの非完全弾性衝突運動 
固体の障害物によって動きを制限された

弾性シェルの非完全弾性衝突の数学モデル
を提唱し、その数値解析を行う。シェルのセ
ンター・ラインの運動に帰着し、曲線に対す
る変分問題を提唱する。時間を離散して随時
変分問題を解くことで時間発展を記述する。 
（２）一般化された回転面の大域的存在 
与えられた関数を平均曲率とする一般化

された回転面の大域的存在を全てのタイプ
で証明する。 
（３）Möbiusエネルギーの分解と応用 
閉曲線(結び目)のエネルギーの一種で共計

不変性を持つ Möbius エネルギーの解析と行
う。特に、第一変分公式・第二変分公式を低
階項まですべて陽に示し、さらに絶対可積分
性などの性質を明らかにする。 
３．研究の方法 
（１）弾性シェルの非完全弾性衝突運動 
ここでは、非完全弾性衝突を扱う。中心線

の「定常状態と運動状態との曲率差の平方」
と「両状態の局所長比と１との差の平方」の
和をエネルギー密度とする弾性エネルギー
を考える。これにシェルの重力ポテンシャ
ル・エネルギーを加える。また、シェル内に
は気体が充填されているとし、シェル内に保
有されるエネルギーも考慮する。これらの和
から衝突により失われる運動エネルギー差
し引いたものを総エネルギーとして汎関数
を定義する。Hamilton の原理により運動方
程式が導かれるが、それを直接解くのではな
く、De Giorgi による最少化運動(minimizing 



movement)の考え方に基づき、時間を差分化
項を加えて、変分問題を随時解くことでシェ
ルの運動（時間発展）を追う。 
（２）一般化された回転面の大域的存在 
与えられた関数を平均曲率とする一般化

された回転面の大域的存在は、ある常微分方
程式の大域解の存在を示す事に帰着される。
その方程式は時刻変数について特異点を持
っているので、特異点をまたいで解が延長出
来る事を示す。特異性を考慮した関数空間を
用いる。回転面にタイプによって、方程式の
形が異なるが、すべてのタイプに共通な枠組
みで扱えるように関数空間を工夫する。 
（３）Möbiusエネルギーの分解と応用 

Möbius エネルギーもエネルギー密度に特
異性を持つ。これが見かけ上の特異性である
事をエネルギーの分解を用いて示す。Möbius
エネルギーは、Möbius 変換によって不変
（Möbius 不変性）がその名前の由来になっ
ている。この性質は、素結び目のクラスにお
けるエネルギー最小元の存在に用いられた。
Möbius 不変性は、スケール不変性より強い
条件で、スケール不変なエネルギーは一般に
は最小元が存在しない事を考えると、Möbius
不変性の重要性がわかる。本研究で示すエネ
ルギーの分解についても分解のそれぞれが
この性質を失わないようにする。分解を用い
て、エネルギー密度の特異性の解消のみでな
く、変分公式の密度の絶対可積分性などを示
す。 
４．研究成果 
（１）弾性シェルの非完全弾性衝突運動 
論文[5]において、固体の障害物によって動

きを制限された弾性シェルの非完全弾性衝
突の数学モデルを提唱し、その数値解析の結
果を公表した。数値計算の結果は、実際弾性
リングを用いた実験と比較すると、バウンズ
現象をよく再現しているように見える。 
（２）一般化された回転面の大域的存在 
与えられた関数を平均曲率とする一般化

された回転面の大域的存在については、関数
の仮定は連続の場合に、すべてのタイプにつ
いて肯定的に解決された。 
本研究費を申請する段階で、長澤は 剱持 

勝衛 との共同研究で、関数の仮定を連続の
みに緩和し、タイプは I と II の場合の結果を
学術誌に投稿していた。従って、この論文は
本研究費によるものではないので下記の論
文リストには挙がっていないが、本研究期間
中に受理され、J. Math. Soc. Japan に掲載さ
れた。本研究は、この結果を継承するもので、
すべてのタイプに対する結果を、関数に対す
る仮定の緩和したうえで、得た([1])。関数に
関する仮定は連続性のみである。その結果、
与えられた関数を平均曲率とする一般化さ
れた回転面の大域的存在問題は完全に解決
された。 
（３）Möbiusエネルギーの分解と応用 
結び目は 3次元ユークリッド空間内の自己

交叉を持たない閉曲線であるが、本研究では、

Möbius エネルギーを一般次元のユークリッ
ド空間内の閉曲線に対するエネルギーとし
て扱った。以下で得られた結果はすべて 3 次
元に限定する必要はない。 
まず、Möbius 不変性を保ったままMöbius

エネルギーを 3つの部分に分解できる事を示
した([3])。一つは結び目の曲がり具合を表す
項である。二つめはねじれ具合を制御する項、
三つ目は全ての結び目型における最小値（絶
対定数）である。この分解の特長は、Möbius
不変性を崩す事無く、元のエネルギーの果た
す役割によりエネルギーを分解できたこと
である。また、この分解により、エネルギー
密度の特異性が見かけ上のものである事を
示された。 
さらに、分解されたそれぞれのエネルギー

について第一変分公式、第二変分公式を導出
し、それらの密度に表れる特異性も見かけ上
のものである事を示した([4])。この論文は、
さまざまな関数空間における評価も得た。特
に、特異性の解消が、絶対可積分性として解
消される関数空間、有界性として解消される
関数空間、連続性として解消される関空空間
を明らかにした。この論文は、数学雑誌のレ
ヴューを行う MathSciNet において、“In 
conclusion, the paper is well written and 
definitely contains hard work and 
significant results.” (結果として、この論文
は困難な手順と重要な結果を含みよく書か
れている。)と高く評価された。 
変分問題の解の有無については、勾配流の

方法があるが、その方法を用いるためには、
第一変分の二乗可積分空間における表現が
必要になる。主要部は従来より知られており、
残りの項は 3階未満の擬部分作用素となるこ
とも分かっていた。この研究で得られた分解
を用いることで、主要部のみでなく低階項も
含めて第一変分の二乗可積分空間における
表現を陽に書く下すことが出来た([2])。これ
は、勾配流の解析に寄与するもので、その大
域解の存在の有無によって Kusner-Sallivan
予想の解決に結び付き得るものと思われる。 
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