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研究成果の概要（和文）：強退化放物型方程式の連立系に対する適切性理論構築を目指した研究を行うことが本
研究の第1の目的である。実際、変数係数を持つ方程式に対する適切性を明確にまとめることができた。そして
その応用として非局所量に関して連立する方程式系の適切性を示すことができた点は大きな成果である。
本研究第2の目的は結晶粒界現象を記述する数学モデルに対する様々な設定の下における可解性を示すことであ
る。実際、モデル導出初期の設定に加え、係数が退化する場合、凝固効果を加えた場合、熱交換を加えた場合に
おける可解性を示すことができた。さらに、構成した解の時刻無限大における解挙動を特徴付けることができ
た。

研究成果の概要（英文）：First purpose of the research is to study about the construction of 
well-posedness theory for systems of strongly degenerate parabolic equations. In fact, we clarify 
well-posedness for single strongly degenerate parabolic equations with variable coefficients. 
Moreover, we show well-posedness for systems of it coupling by means of nonlocal quantities. 
Second purpose of the research is to show the solvability for the mathematical models which are 
described by grain boundary motion under various situations. I fact, we show the solvability of the 
model with degenerate coefficients, solidification effect and heat exchanges. Moreover, we 
characterize the large time behavior of the solutions. 

研究分野： 非線形偏微分方程式論

キーワード： 退化放物型方程式　適切性　エントロピー解　非局所量　結晶粒界現象　変分不等式　エネルギー消散
性　時間大域的挙動
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１． 研究開始当初の背景 
(1) 退化放物型方程式 
 本研究では非線形移流項と非線形拡散項
を持つ方程式を取り扱う。この方程式は退化
放物型方程式と呼ばれ、放物型方程式と双曲
型方程式の性質を持つ。一般に、非線形拡散
項の性質により拡散項が 0となって消えてし
まう現象を「退化」と呼んでおり、拡散項が
退化する領域が正の測度を持つ場合は特に
「強退化」と呼ばれている。強退化放物型方
程式に対する適切性は幾つかの結果が得ら
れているが、連立系の適切性に関する結果は
ほとんど得られていない。 

 
(2) 結晶粒界現象を記述する数学モデル 
 本研究で扱う数学モデルは、2000 年に
Kobayashi-Warren-Carter によって導出され
た 2本の非線形放物型方程式の連立形である。
この数学モデルは全変動測度を含む熱方程
式である第 1 方程式と、未知変数依存の重み
を持つ特異拡散方程式である第 2方程式との
連立系である。このモデルの可解性は 1 次元
第 2 種境界値問題に対してのみ白川-渡邉-山
崎(2013)によって得られている。 
 
２．研究の目的 
(1) 強退化放物型方程式 
  ① 儀我-宮川(1983)による動力学的定式化
を用いた解の構成を行い、問題の適切性を証
明する。 
  ② 不連続な係数を持つ強退化放物型方程
式に対するエントロピー解の存在と一意性
を証明する。また適合エントロピーを用いた
解を定式化し、その存在と一意性を検証する。  
  ③ 解の初期値や係数への連続的依存性に
ついての評価を整理し、連立系に対する適切
性の理論構築を試みる。 
 
(2) 結晶粒界現象を記述する数学モデル 
 ① 1 次元第 2 種境界値問題の解の性質と
時刻無限大における解の挙動を考察する。 
② モデルの係数に退化性を持たせる等、

様々な状況下における解の存在を証明し、解
の時間大域的挙動を考察する。 
③ 解の形を限定し、1 次元空間における解

の挙動を解析する。 
 
３．研究の方法 
(1) 強退化放物型方程式 
① 強退化放物型方程式を連続体の方程式

と捉え、対応する離散体の方程式を考える。
この方程式は輸送・拡散方程式となり、双曲
型単独保存則に対して儀我-宮川(1983)、小林
(1985)、退化放物型方程式に対して小林
(1987)、岡本(1993)らによって解作用素が構
成されている。これらの先行研究の結果を強
退化放物型方程式に対して拡張する。 
② 強退化放物型方程式が不連続な係数を

持つ場合は近似解の変動量が一様に有界に
ならないため、従来の証明法を使用すること

はできない。本研究では弱収束法の一つであ
る H-測度を用いたコンパクト性定理を近似
解の有界列に適用することで、この困難さを
克服する。 
③ 連立系に対する可解性を証明する際に

は縮小写像を構成することが手段の一つで
あると考えられる。そして縮小写像を構成す
るには単独方程式の解の初期値や係数に関
する連続的依存性が鍵となる。この点に着目
し、変数係数を持つ単独の方程式に対する適
切性の結果を見直す。そして各項や境界条件
が解に与える影響を評価する。また、方程式
が解自身に関して連立しているわけではな
く、解の積分量に関して連立している場合も
考慮に入れて考察を行う。この定式化は数理
生物学や工学で導出される数学モデルに見
られる形である。 
 
(2) 結晶粒界現象を記述する数学モデル 
① 重み付き特異拡散項を数学的に正当化

するために、問題を 1 次元に限定し、ソボレ
フの埋め込み定理を用いて近似解を収束さ
せることを試みる。近似解の収束極限に対し
ては有界変動関数や測度論の一般論を用い
て特徴づけを行う。 
② 第 2 方程式の時間微分の係数が退化す

る場合に対する 1次元問題の解の存在を示す。
そして係数の退化領域と非退化領域に分け、
解の滑らかさに注意しながらモスコ収束を
適用する。その他の設定においても、汎関数
のモスコ収束やガンマ収束を中心に考察を
行う。また多次元問題に対しては時間離散化
法を用いて解を構成する。 
③ 1 次元問題における解の挙動の解析を

行う。小林-儀我(1999)により、この結晶粒界
モデルが持つべき解の形が与えられている。
本研究では定常問題に限定し、この形の解の
構成を行う。 
 
４．研究成果 
(1) 強退化放物型方程式 
① 2013 年度の成果 
定数係数を持つ強退化放物型方程式の多

次元初期値問題に対し、動力学的定式化を用
いた解の構成を行った。実際、岡本(1993)に
よる退化放物型方程式に対する解の構成法
を強退化の場合に修正することで結果を得
た。変数係数を持つ場合や初期値境界値問題
に対しては今後の課題となった。 
方程式の係数が滑らかな場合に対する多

次元 zero-flux 境界値問題を取り扱った。そ
して有界変動関数の空間内でエントロピー
解を構成し、その一意性を証明した。次に非
線形移流項が空間変数に関して不連続な場
合に対する 1次元 zero-flux 境界値問題と初
期値問題を考察した。そしてエントロピー解
の存在を証明した。また、非線形移流項に対
して特別な仮定（増大条件）を課した下で、
構成したエントロピー解の一意性を証明し
た。 



② 2014 年度の成果 
1 次元初期値問題を考察した。本年度は移

流項が空間変数に不連続に依存しているこ
とに加え、拡散項は空間変数に滑らかに依存
している場合を考察した。拡散項が変数係数
の場合は一般解の定式化を見直す必要があ
るため、エントロピー三重組を用いて適切な
エントロピー解を定式化した。 
次に適合エントロピーを用いた一般解の

定式化を試みた。その際にはある性質を持つ
定常解を使用する必要があることが判明し
たが、その存在を示すまでには至らなかった。
従って、本研究開始時点の想定を上回る困難
さを持つ問題であることが分かり、今後の課
題となった。 
③ 2015 年度の成果 

 移流項と拡散項の両方が変数係数となる
強退化放物型方程式の多次元初期値問題の
適切性を考察した。解の存在を示す際には近
似解の変動量評価が必要になるが、拡散項が
変数係数の場合に導出するのは困難であっ
た。本研究では Wu-Zhao(1983)によって用い
られた計算法と仮定に従うことで、この困難
さを克服した。さらに解の一意性と初期値、
係数に対する連続的依存性を得るためには
Chen-Karlsen(2004)の計算法を利用した。 
④ 2016 年度の成果 

 非局所量に依存して連立する強退化放物
型方程式に対する多次元初期値問題を考察
した。本研究で考える非局所量は滑らかで特
異性を持たない行列値関数と解ベクトルの
合成積として定義されている。適切性を示す
にはこれまでに得られている単独の方程式
に対する適切性の結果と縮小写像の不動点
定理を用いた。非局所量内の行列値関数が特
異性を持つ場合に対する考察は今後の課題
となった。 
 
(2) 結晶粒界現象を記述する数学モデル 
① 2013 年度の成果 
1 次元第 2 種境界値問題を考察した。そし

て自由エネルギーの定義域の閉包から初期
関数を取った場合に対する解（弱解）の存在
を証明した。また、構成された解がエネルギ
ー消散性を持つことも得られた。証明にはヒ
ルベルト空間上の適性下半連続凸関数に関
するモスコ収束性を本質的に用いている。 
さらに連立系の第2方程式である重み付き

特異拡散方程式の時間微分の係数が退化す
る場合を考察した。これにより結晶面の鋭い
界面が再現できるようになる。1 次元第 2 種
境界値問題のみを考察し、解の存在を証明し
た。そして構成した解がエネルギー消散性を
持つことを示し、構成した解の時間大域的挙
動は定常問題の解で特徴付けられることを
証明した。 
② 2014 年度の成果 
1 次元問題に対する解の存在に関しては幾

つかの結果が得られているが、解の一意性を
証明するのは非常に困難な状況である。この

状況から本年度は、解の近似に関する「安定
性」を保証することを目的とした。実際、近
似法の「有効域」を定義することができ、そ
の範囲内の近似法を用いれば、自由エネルギ
ーを消散させる解を構成することを示した。 
1 次元問題の解挙動を考察した。第 1 方程

式には第 2 種境界条件、第 2 方程式には第 1
種境界条件を課した初期値境界値問題を対
象とした。そして第 2方程式の解を区分的定
数関数として具体的に与え、第 1方程式の解
を構成することを試みた。実際、不連続点が
1 つまたは 2 つの場合は解の構造を特徴付け
られたが、一般の場合に対する解構造の特定
までには至らず、今後の課題となった。 
③ 2015 年度の成果 
小林によって等温凝固下での平面的な結

晶粒界現象を記述するフェーズ・フィールド
モデルが 2001 年に導出された。本年度はこ
のモデルを基にした連立偏微分方程式の多
次元初期値境界値問題を考察した。このモデ
ルは 3本の放物型方程式の連立形である。そ
して変分不等式の意味での解を定式化し、そ
の存在を時間離散化法を用いて証明した。 
また時間依存する重み付き全変動汎関数

のガンマ収束が得られた。これを用いること
で構成した解の時間大域的挙動を示した。実
際、解の時刻無限大における極限関数は定常
解で特徴づけられることを証明した。特に本
モデルでは定数としている温度を十分大き
く（小さく）取ることにより、結晶が融解（凝
固）し、結晶方位が定まる（定まらない）こ
とが確認できた。 
④ 2016 年度 
Warren-Kobayashi-Lobkovsky-Carter によ

って凝固効果を組み入れた結晶粒界現象を
記述する数学モデルが2003年に導出された。
本年度はこのモデルと、非線形関数を用いて
潜熱の効果を組み込んだ熱方程式との連立
系を定式化した。そして熱方程式に対しては
第 3種境界条件、結晶粒界モデルには第 2種
境界条件を課した多次元初期値境界値問題
の考察を行った。定式化を行うにあたり、モ
デルに含まれる二重井戸型関数の取り方を
一般化したことが特徴の一つである。そして
変分不等式の意味の解の存在を証明した。証
明にはヒルベルト空間における熱方程式の
解法と時間離散化法を用いて近似解を構成
し、汎関数のガンマ収束を用いて近似解の収
束を証明した。 
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