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研究成果の概要（和文）：対称空間内の部分多様体，リー群上の左不変な幾何構造，またそれらの融合的な研
究，いずれにおいても進展があった。特に，左不変リーマン計量の場合には，その研究の基礎的な部分を担う論
文が出版され，モジュライ空間が小さくなるようなリー群の分類を一定の条件下で得ることができた。さらに，
その枠組みを他の左不変な幾何構造にも広げ，特定の冪零リー群上の左不変ローレンツ計量のモジュライ空間の
完全に記述や，左不変シンプレクティック構造の存在非存在を判定する方法を確立することができた。

研究成果の概要（英文）：We have had progresses on submanifold geometry of symmetric spaces, 
left-invariant geometric structures, and their fusional studies. In particular, for left-invariant 
Riemannin metrics, several papers which construct the basic of our study have been published. 
Moreover, we also constructed similar frameworks for other left-invariant geometric structures, 
described the moduli space of left-invariant Lorentzian metrics on some particular nilpotent Lie 
groups, and establish a method to examine the existence and nonexistence of left-invariant 
symplectic structures on a given Lie group. 

研究分野： 幾何学
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  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
左不変な幾何構造と部分多様体論を繋ぐ研究は我々の独自のものであり，そのような研究を創出することは学術
的な意義をもつもとだと考える。特に，新しい分野において新しい問題を提出したことは，今後の数学の発展に
も寄与するものと考える。
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１．研究開始当初の背景 
 
 リー群上の左不変な幾何構造は，極めて豊富な研究対象である。実際，n 次元リー代数全体
の集合は十分に大きな空間であり，その上の左不変リーマン計量全体の集合も十分に大きな空
間である。これらの中には，特別な幾何構造の非自明な具体例が数多く含まれる。例えば可解
リー群上の左不変リーマン計量は，近年非常に活発に研究されており，Einstein や Ricci 
soliton 計量の豊富な具体例が発見されている。また，左不変なシンプレクティック構造や左
不変な（一般化された）複素構造についても，同様に非自明な具体例が知られている。 
 しかし一方で，与えられたリー群が特別な左不変幾何構造を許容するかどうかを判定せよ，
という問題に対しては，低次元などの特別な場合を除くと，驚くほど多くのことが未解決であ
る。与えられたリー群 G に対して，以下のような基本的な問題でさえ，解決されているとは
言い難い： 
・ G 上の特別な左不変リーマン計量の存在・非存在を判定する方法を確立せよ。 
・ G が特別な左不変リーマン計量を許容するかどうかを, リー群の不変量を用いて特徴付け

よ。 
 
２．研究の目的 
 
 我々は，非コンパクトリーマン対称空間への群作用と，リー群上の左不変リーマン計量の研
究を行ってきた。その中でも特に，リー群 G 上の左不変リーマン計量の幾何を，G の代数構
造に付随した群作用を用いて研究する，という枠組みを提唱している。本研究では，これを発
展させ，G が左不変 Einstein（あるいは Ricci soliton）計量を許容するための代数的な障害
を研究する。 
 さらに，上記の研究の枠組みを，その他の左不変な幾何構造の研究へと広げる。それぞれの
幾何構造に応じた群作用を考えることにより，考えている幾何構造と相性の良い代数的な不変
量を，統一的な視点から導出する。これにより，左不変な幾何構造を統一的に扱う理論の構築
を目指す。 
 
３．研究の方法 
 
各種の左不変な幾何構造に対して，その全体の空間を考える。例えば，左不変な擬リーマン

計量全体の空間，左不変な概複素構造全体の空間，左不変な非退化二次形式全体の空間は，い
ずれも対称空間となる（ただしリーマン対称空間とは限らない）。その対称空間への自己同型群
の作用が，幾何構造に応じた群作用である。これらの作用を用いて，それぞれの幾何構造に応
じた Milnor 枠の類似物を構成する。左不変リーマン計量に関しては，理論は完成している。 
左不変擬リーマン計量に関しても，同様の理論が成立することを確認している。この研究によ
り，左不変擬リーマン Einstein（あるいは Ricci soliton）計量・左不変複素構造・左不変シ
ンプレクティック構造などの存在・非存在の判定方法が確立されると考えている。 
リー群 G 上の各種の左不変な幾何構造に対して，その全体の空間への自己同型群の作用は，

G の代数構造に付随する不変量である。その軌道の平均曲率などは，考えている幾何構造と相
性の良い不変量であることが期待される。そのような不変量と，特別な幾何構造の存在・非存
在との関係を調べる。リーマン計量の場合のような良い対応があるかどうかの観察と，見つか
っている良い対応の背後にある理論の解明の双方を行い，特別な左不変幾何構造を許容するた
めの代数的な障害の構成を目指す。 
 
４．研究成果 
 
リーマン対称空間内の全測地的部分多様体に関する研究を行った。特に，非平坦な全測地的

曲面に関する研究に大きな進展があり，その合同類の分類を行うための手法を確立することが
できた。その応用として，エルミート対称空間内の全測地的複素曲線分類，また階数 3 までの 
AI 型対称空間内の全測地的部分多様体の分類などを得ることができた。 
(κ,μ)空間と呼ばれる，然るべき条件をみたす接触多様体に関する研究を行った。これらの

空間において，計量がリッチソリトンならば (κ,μ) は (0,0) または (0,4) に限る，という
先行研究があった。我々の研究により，(0,4) 空間は非コンパクトグラスマン多様体内の等質
超曲面として実現できること，また実際に計量がリッチソリトンであることが示された。 
部分多様体に関する研究の一環として，非コンパクト型リーマン対称空間への余等質性１作

用についての研究を行った。特に，作用する群の連結性を仮定しない場合に，どのような型の
余等質性１作用が存在し得るか，という問題については解決に至った。 
 左不変リーマン計量と部分多様体を関連付けた研究としては，Milnor 枠の一般化を与える手
法を確立した論文と，3 次元可解リー群の場合に極めて良い対応があることを示した論文が出
版された。これらにより，我々の研究の基礎的な部分が確立したと考えられる。また，部分多
様体の観点から左不変 Ricci soliton を許容するための障害を予想し，その予想に関する肯定
的な例を与えることに成功した。さらに，今後の研究において重要な例となるであろう，左不



変リーマン計量のモジュライ空間が小さいリー群についての研究を行った。特に概アーベルリ
ー群の場合には，モジュライ空間が１次元となるものを完全に分類することができた。 
他の左不変な幾何構造に関しても研究が進展した。特に左不変擬リーマン計量については，

リーマン計量の場合とほぼ同様の枠組みを構築することに成功している。さらに，典型的な冪
零リー群である３次元ハイゼンベルグ群とユークリッド空間の直積群に対して，その上の左不
変ローレンツ計量が自己同型と定数倍を除いてちょうど６個存在することを示した。また， 
同様の枠組みを左不変な非退化二次形式についても構築した。いくつかの特別な可解リー群に
対しては，その上の左不変シンプレクティック構造の存在・非存在の判定，あるいは一意性を
証明することができた。 
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