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研究成果の概要（和文）：物質デザインコンピューティクスに現れる様々な超大規模系の数理的諸特徴を研究すると同
時に，最新の計算機を高度に駆使することが可能な高速解法の総合的開発を目的し，大規模線形方程式の数値解法（Sh
ifted COCR法，the Look-Back GMRES(m)法など）および大規模固有値問題の数値解法（Arnoldi(M,W,G)法，SS法の拡張
）の開発を行った．これらは解法によっては高並列化が可能であることや物理問題に特化した解法であることから当初
の目的を達成したといえる．

研究成果の概要（英文）：Finding novel complex correlation phenomena and clarifying the non-equilibrium 
dynamics are of prime importance in the field of materials design. This research group tackles the 
challenging problems from the viewpoints of numerical linear algebra, optimization and high-performance 
computing. The major purpose of the researches is to develop robust and efficient numerical algorithms 
for solving large linear systems and eigenvalue problems in order to shed light on a breakthrough toward 
the challenging problems. Some of numrical algrotihms for solving linear systems we developed are as 
follows: the shifted COCR method for solving shifted complex symmetric linear systems; the look back 
GMRES(m) method for nonsymmetric linear systems; a variand of the IDR(s) method for nonsymmetric linear 
systems. Some of numrical algrotihms for solving eigenvalue problems we developed are as follows: the 
Arnoldi(M,W,G) method; an extension of the SS method;
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
 本領域は様々の異なる計算手法により複
合相関と非平衡ダイナミクスに焦点を当て
た物質デザインに挑戦するものであり，そ
の研究過程において数多くの超大規模線形
方程式と固有値問題を直面しなければなら
ない．この領域に現れる線形方程式と固有
値問題を総合的に研究し，より高効率，よ
りロバストな解法の系を開発・整備するた
め，本研究は電子構造計算のために蓄積し
てきたノウハウが領域内での各研究グルー
プの有機的な結合に活用することにより，
統一的な観点からそれらの数理的特徴を捉
えたうえ，数理手法重視の高速解法の誕生
を目指す． 
 
２．研究の目的 
 既知の基礎法則や支配原理から出発して，
極めて大きな自由度をもつ自然系や人工物
系などの振る舞いを理解・予測するために
は，計算機による超大規模科学技術計算が
不可欠であり，近年の計算科学分野のめざ
ましい進歩は高速計算機の性能によるもの
だけでなく，数値解法の驚異的な進歩にも
よるものである．物質デザインコンピュー
ティクスでは，数百万規模以上の系が頻繁
に現れて，計算時間の大半がそれを解くこ
とに費やされると予想される．この部分の
計算効率の向上は物質デザインコンピュー
ティクスの分野においてきわめて重要であ
る． 
 本研究では，物質デザインコンピューテ
ィクスに現れる様々な超大規模系の数理的
諸特徴を研究すると同時に，最新の計算機
を高度に駆使するための高速解法に対して
総合的開発を行うことを目的とする．本研
究の目標としては，解きにくい問題を簡単
に，計算時間のかかる問題を高速に，計算
精度の不十分な問題を高精度に解けるよう
にすることである． 
 
３．研究の方法 
線形方程式・固有値問題・最適化問題・並
列計算の専門家と連携し，物質デザインに
現れる超大規模系の問題に対して，直接法
と反復法の両面から高性能数値計算法の開
発を行う．また，物質デザインに現れる数
理的特徴を活かした高速解法の開発を行う． 
 
４．研究成果 
前述の研究方法に基づき，得られた成果を
以下に示す． 
 
・線形方程式に対する部分空間法の開発・
新型前処理の研究（１） 

 
応用分野に頻繁に現れる超大規模線形方程
式に対して，クリロフ部分空間法の研究が
盛んに行われている．本研究では，主要な

解法の一つであるGMRES(m)法に対して，
その計算時間を大幅に短縮できる新解法：
Look-Back GMRES(m)法を提案し，数理
の側面から更なる改良を進めた．解法と併
用するための重要な前処理技術においては，
近年注目を集めている可変的前処理に着目
し，その改良に取り組んだ．本研究の
GSOR 法付き可変的前処理は，計算時間は
もちろんのこと，その適用範囲において，
従来よりも優れた性質を示している．また，
東京大学の藤原グループが開発している超
大規模電子構造計算プログラムパッケージ
に対して，その問題に特化した高速解法
Shifted-COCG 法を提案し，応用分野への
高速解法の適用し有用性を検証した． 
  
・線形方程式に対する部分空間法の開発・
新型前処理の研究（２） 

 
近年，注目を集めている Induced 

Dimension Reduction (s) method（帰納的
次元縮小(s)法，IDR(s)法）の長所と応用問
題分野で従来から利用されてきた積型解法
（とくに一般化積型解法，GPBiCG 法）の
長所を結びつけ，高速，かつロバストなア
ルゴリズムを開発した．具体的にはまず，
GPBiCG 法の安定化多項式の係数の新た
な計算方法を提案し，従来よりも高速，か
つ精度の良い近似解を得ることができる 
GPBiCG 法の改良アルゴリズムを開発し
た．また，IDR(s)法を導出する際に用いら
れる BiCG 法の漸化式を用いて，従来よ
りもロバストな積解解法のアルゴリズムを
提案した．さらに，IDRstab 法（IDR(s)
法に高次の安定化多項式を導入した解法）
のアルゴリズムでは AXPY 計算（ベクト
ルのスカラー倍またはベクトルとベクトル
との和の計算）が多いため，APXY を削減
して計算時間を短縮する IDRstab 法の改
良版を提案した． 

IDRstab 法で生成されるベクトルと
Krylov 部分空間の基底との関係を考察す
ることによって， IDRstab 法に Quasi 
-Minimal Residual (疑似最小残差，QMR)
スムージングを用いたアルゴリズムを提案
した．数値実験では，QMR スムージング
を用いた IDRstab 法の残差ノルムは滑ら
かに収束し，さらに近似解の精度が改善さ
れることを示した． 
 
・固有値問題に対する直接法と部分空間法
の開発（１） 

 
工学における科学技術計算では，大規模行
列の固有値問題が様々な応用分野に頻繁に
現れ，計算時間の大半が固有値問題を解く
ことに費やされるという事実がある．大規
模固有値問題を高速かつ高精度に解くこと
は，計算科学の分野において極めて重要で
ある． 



固有値問題は，複素平面上に分布した膨大
な数の点（固有値）の中から，工学上重要
な固有値だけを選別して求める問題である．
必要な固有値は工学問題によって異なるた
め，様々な固有値のニーズに対応した数値
解法が求められている． 
近年，フォトニクス結晶の応用が盛んに

行われており，電子の代わりに光を利用し
た集積回路が注目を集めている．このよう
な次世代集積回路の設計においては，従来
と異なる固有値のニーズが生じている．そ
のため，既存解法の効率的な適用は困難で
あり，新たな高速解法の開発が望まれてい
る．本研究班は，新しい固有値のニーズに
対して，数理的な側面から高速解法の研究
開発を行っている．  
 本研究では，必要なすべての固有値を確
実かつ高速に計算することを目指し，数値
解法の開発を行っている．具体的には，単
位円の内部と外部にそれぞれ円を設置し，
二つの円で囲まれた多重連結領域を設定す
る．この領域は単位円を含んでいるため，
必要な固有値もすべて領域内部に含まれて
いる．そのため，固有値のニーズは「指定
された多重連結領域内部のすべての固有
値」として捉えることが可能となる．次に，
多重連結領域内部のすべての固有値を求め
るため，既存の解法（Sakurai-Sugiura 法）
を拡張した． 
 
 
・固有値問題に対する直接法と部分空間法
の開発（２） 

 
 電子構造計算に現れる超大規模固有値問
題に対しては，反復法の開発に取り組んで
いる．反復法は，低次元の部分空間で解を
近似し，その近似精度を反復的に改善する
方法である．従来，反復法の一種である
Arnoldi 法（対称行列に対しては，Lanczos
法）が用いられてきた．しかし，これらの
解法は行列の分解を要するため，超大規模
問題に対する適用は，実際上困難である．    
本研究は，Arnoldi 法や Lanczos 法を含

み，より一般化した枠組み：Arnoldi(M, W, 
G)法を提案した．本枠組みにおいて，3 つ
の行列パラメータ M, W, G の設定により，
様々な反復法の導出が可能である．本枠組
みから実際に導出した解法の一例は，従来
法よりも少ない計算時間で固有値を得るこ
とができた． 
 
・固有値問題に対する直接法と部分空間法
の開発（３） 

 
対称密行列固有値問題は様々な科学技術計
算で重要な役割を果たす線形計算であり， 
ScaLAPACK をはじめとして様々な超並列向
けライブラリが開発されている．しかし，
そのほとんどは超大規模問題をターゲット

としており，計算機のメモリを一杯に使う
サイズの行列でないと計算機の性能を引き
出せない．一方，第一分子動力学計算など
では，行列は 1万元程度と比較的小規模だ
が，時間発展などの繰り返し計算を数万回
にわたって行うタイプの問題も存在する．
このような問題を高速化するには，多数の
コアを活用して小規模問題を超高速に解け
るソルバが必要である。しかし，3 重対角
化に基づく標準的な解法では，細粒度の通
信が多数発生し，小規模問題ではスケーラ
ビリティが大きく悪化する． 
そこで本研究では，ブロックヤコビ法に

基づく超並列固有値ソルバを開発した。ブ
ロックヤコビ法は，3 重対角化に基づく方
法に比べ，計算量は数倍多いものの，通信
が大粒度であり，演算パターンが単純であ
るという特徴を持つ．ブロックヤコビ法の
並列化に当たり，本研究では，従来の 1次
元分割に代えて，2 次元分割を新たに採用
した。これにより，負荷の均等性は低下す
るものの，通信量については大幅に削減で
きる． 
本手法を MPI を用いて実装し，「京」上で

性能評価を行った結果，1 万元の問題に対
して 1万コアまで順調な加速が見られた．1
万コア使用時の全固有値・固有ベクトル計
算の時間は 16.5 秒であった．一方，
ScaLAPACK では，1000 コアを越えると加速
率の頭打ち，さらには低下が見られた．こ
れにより，ブロックヤコビ法の良好なスケ
ーラビリティを確認した．  
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