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研究成果の概要（和文）：　本研究では、数学的結晶理論のトピック、中でも最近の系統的結晶デザインの発展
に触発されて、「標準的結晶モデル」、「タイト枠」、「グラスマン多様体の有理点」、「2次の不定方程式
系」の間の興味深い関係について探求した。核となる対象は、結晶的タイト枠であり、これはルート系の一般化
である。さらに、最近発展しつつあるtropical geometryとの関連を調べ、結晶の標準モデルがアーベル・ヤコ
ビの写像の離散類似として説明されることを見出した。　これに加えて、準結晶の理論にも踏み込み、一般化さ
れたリーマン和を定式化することにより算術的に定義されたいくつかおの離散集合は準結晶となっていることを
確かめた。

研究成果の概要（英文）：In this research, I treated several topics in mathematical crystallography. 
Especially motivated by the recent development in systematic design of crystal structures, I 
discussed  interesting relationships among seemingly irrelevant subjects; say, standard crystal 
models, tight frames in the Euclidean space, rational points on  Grassmannian, and quadratic 
Diophantine equations. The central object in this study is what I call crystallographic tight 
frames, which are considered a generalization of root systems. I also made a remark on the 
connections with tropical geometry, a relatively new area in mathematics, specifically with 
combinatorial analogues of the Abel-Jacobi map and Abel's theorem.
What is more, I explained how the idea of Riemann sum is linked to other branches of mathematics; 
for instance, some counting problems in elementary number theory and the theory of quasicrystals, 
the former having a long history and the latter being  an active field still in a state of flux.  

研究分野： 離散幾何解析学

キーワード： 位相的結晶　一般化されたリーマン和　算術的準結晶　結晶的tight frame
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は、物質科学に密接に関連しており、特に結晶と準結晶の数学的理論を通して、結晶デザインの系統的方
法を与えることにより、現実の社会に貢献している。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
離散幾何解析学の基礎から応用に向けて、これまで多くの成果を挙げてきたが、さらなる進

展を目指すため、周期的とは限らないユークリッド空間の中の離散集合の構造に目を向け、そ
の分布の様子を調べることを所期の目標とした。その背景には、離散幾何解析学の応用として、
結晶構造の数学的理論の構築に成功したことがある。すなわち、結晶の周期構造に着目して、
「位相的結晶」を有限グラフのアーベル被覆グラフとして定式化し、その周期的実現の特別な
場合である「標準的実現」を最小原理を用いて定義することにより、新しい結晶デザインの方
法を提案した。興味深いことに、標準的実現は位相的結晶上の単純ランダムウォークに対する
中心極限定理と密接に関連することがこれまでの研究で明らかになっている。これに加えて、
大偏差定理も確立され、結晶格子のグロモフ‐ハウスドルフ極限との関連が明らかになった。 
一般には、離散集合の構造は多種多様であって、周期構造（結晶構造）、準結晶構造、アモル

ファス構造に大別される。準結晶構造については、現状では様々な定式化があり、その１つで
あるポアソン型の構造に着目する。そうする理由は、整数論に関係する離散集合が、この構造
を有することが期待されたからである。こうした観点から、ガウスの日記に記述された未発表
定理（互いに素な自然数のペアに対する頻度の公式）や、原始的ピタゴラス数の漸近挙動など、
興味深い研究に繋がる可能性があった。 
 さらに、量子ウォークや伊原ゼータの研究がこれまで行われてきたが、これらを高次元化す
るために離散幾何解析学の観点から発展させることが必要である。 
 
２．研究の目的 
当研究は、離散幾何解析学のさらなる発展を目指し、幾何解析学の方法論が適用できる離散

構造について扱うことを目的としている。特に、準結晶の数学的定式化及びグラスマン多様体
の有理点の分布問題を扱うことを目的としている。準結晶の数学的定式化に関しては、ポアソ
ン型の構造に焦点を絞り、整数論に関連する離散構造の例として、算術的に定義される離散集
合を扱う。また、結晶の標準的実現に関連して、crystallographic tight frame の分類を行う。
ここで、tight frame は元来 wavelet analysis に登場する概念であるが、標準的実現に付随す
る「building block」から得られるベクトルのシステムが格子群を生成することから定式化さ
れた概念が crystallographic tight frame である。この概念はリー群やリー環の分類に現れる
ルート系の一般化である。ルート系は完全に分類されており、このことから crystallographic 
tight frame についても分類を目指すことが考えられる。 
 
３．研究の方法 
当該研究では、これまで蓄積してきた離散幾何解析学の成果と方法論を適用するのはもちろ

ん、準結晶の研究では、一般化されたリーマン和、ポアソンの和公式、包含排除の原理に付随
する和公式などを使って、原始的ピタゴラス数と原始的アイゼンシュタイン数に関する漸近挙
動を研究する。また、crystallographic tight frame の研究では、グラスマン多様体の有理点
の分布を、研究代表者が導入した「高さ（height）」関数を使って研究する。 
 

４．研究成果 
[1] 準結晶の数学的定式化については、従前の定式化に拘らず、新しい定式化を行った。こ

れを原始的格子点、原始的ピタゴラス数に付随する離散集合に適用し、前者についてはポアソ
ン型の近準結晶、後者についてはポアソン型の準結晶であることが確認された。証明で重要な
役割を果たしたのが、包含排除の原理を適用して得られる和公式と、一般化されたリーマン和
に対する極限公式である。さらに、これらの結果を用いて、ガウスの定理及び原始的ピタゴラ
ス数に関連する離散集合の分布と極限定理を確立した。年度内には終了しなかったが、原始的
アイゼンシュタイン数についても同様な結果が得られている。 
[2] crystallographic tight frame に関しては、その分類をグラスマン多様体の有理点の分

布問題に帰着させた、このため、tight frame に関する基礎的理論を確立し、2次の不定方程式
と関連させることに成功した。副産物として、「大きい対称性」を有する結晶構造は標準的実現
となっていることが証明された。 
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