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研究成果の概要（和文）：頂点作用素代数と作用素環の局所共形ネットはカイラル共形場理論を数学的に扱うた
めの二つの枠組みであるが，これまで直接的な関係は見つかっていなかった． Carpi, Longo, Weiner と共に，
強局所性という条件を付ければ 頂点作用素代数から局所共形ネットを構成することができ，この局所 共形ネッ
トから元の頂点作用素代数が復元できることを示した． さらに強局所性が成り立つための簡単な十分条件も示
した．
また物質のトポロジカル相の数学的研究を作用素環論を用いて行った．特にgapped domain wallと，anyon系の
研究を作用素環論の立場から行った．

研究成果の概要（英文）：We have two mathematical theories to study chiral conformal field theory.  
One is a theory of vertex operator algebras and the other is one of local conformal nets.  The 
direct relations of the two was not known, but we have proved that one can construct a local 
conformal net from a strongly local vertex operator algebra and recover the original vertex operator
 algebra from the local conformal net, with Carpi, Longo and Weiner.  We have also given a simple 
sufficient condition for strong locality.
We also studied topological phases of matter from an operator algebraic viewpoint.  We studied 
gapped domain walls and anyon systems using operator algebras.

研究分野： 作用素環論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
場の量子論は，時空と物質を記述する物理学の根本理論であるが，数学的な基礎づけは今も不十分であり，21世
紀数学の重要な研究テーマである．場の量子論の特別な例であるカイラル共形場理論については，数学的理解が
かなり進んできている．本研究ではそのうち二つの流儀が本質的に等価であることを示した．
また最近物理学で大きな注目を集めている物質のトポロジカル相について，数学的立場から研究を進めた．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
作用素環と数理物理学の関係は von Neumann 以来の密接なものである．作用素環でフィー

ルズ賞を取った Connes, Jones も数理物理学への応用を強く意識しており，これらの意味で作
用素環と数理物理学の組み合わせというのはもっとも正統的な問題意識である．特に場の量子
論と統計力学が中心的な役割を果たすが，この計画では共形場理論が最も重要な話題である． 
カイラル共形場理論の研究においては，頂点作用素代数に基づく純代数的な研究が先行して

いたが，作用素環論に基づく局所共形ネットの理論も最近よく研究されていた．両者の間に密
接な関係があることはよく知られていたが，二つの公理系の間の正確な関係は理解されていな
かった．これを理解し，両者の研究を作用素環論の立場から深めることが重要な課題となって
いた． 
２．研究の目的 
 量子力学では観測可能量は自己共役作用素で表される．一方，古典的な場とは時空上の関数
で表される．そこで場の量子論では量子場は時空の上の作用素値超関数で表されることになる．
その満たすべき数学的条件を公理化したものが Wightman の公理系であり，場の量子論の数
学的研究は，これに基づく流儀のものが古くからよく知られている．それに対し，観測可能量
の生成する作用素環の族を研究対象とする，代数的場の量子論と呼ばれる方法が 50 年ほど前
に成立した．時空領域においてそこで観測可能な物理量を表す自己共役作用素たちを考え，そ
れらの生成する作用素環を考える．これによって時空領域でパラメトライズされた作用素環の
族ができるが，これを数学的に公理化して研究することが基本的な方法である．時空対称性を
表す群も考える必要があるが，この群の射影的ユニタリ表現が数学的データの一部に入ってく
る．長い間，4 次元 Minkowski 空間で Poincare 群を考えた場合の研究が行われており，そ
の進歩が速いとは言い難かったが，2 次元 Minkowski 空間の上で共形対称性を考えた共形場
理論については，この 20 数年の間に大きな進展があった．これは数学の過半の分野と関係す
ると言っていいほどの大きなテーマであるが，作用素環論の立場からは，2 次元 Minkowski 空
間を直積に分解した後コンパクト化して得られる 1 次元円周を「時空」と考え，その上の区間
でパラメトライズされた作用素環の族を数学的に研究することが主要な問題となる．この族は，
物理的動機に基づくしかるべき公理系を満たすもので，局所共形ネットと呼ばれる．この局所
共形ネットについて，例を作ったり，不変量を考察したり，分類したり，種々の条件の間の関
係を考察したりすることが数学的なテーマである．この理論が作用素環論において結び目の
Jones 多項式を生み出した Jones の subfactor 理論と深い関係を持つことは，Longo によっ
て 1980 年代末に明らかにされた．また subfactor 理論の解析的側面は Popa による進展がは
なばなしい．研究計画の欄にあるように，本計画ではこれら，Jones, Longo, Popa を海外共同
研究者として，この理論の更なる発展を目指すものである．もともと我々日本のグループは，
世界における subfactor 理論の中心的研究グループの一つであるので，これまでの蓄積をいか
し，さらに研究を発展させていきたい． 
３．研究の方法 
連携研究者，研究協力者(海外共同研究者) と共に作用素環論における分類理論と，その数理

物理学，特に共形場理論への応用を世界最高水準で研究する．具体的には，海外共同研究者と
の相互訪問による共同研究，国際研究集会での招待講演への参加，国際研究集会や高木レクチ
ャーをはじめとするイベントのオーガナイズ，海外研究者の招待などを通 
じて研究を実行する．最近の実績に基づくと河東の海外出張は毎年 10回近く，通算 4か月近い
ものである．これらの多くの飛行機代と一部の滞在費，また海外・国内研究者の旅費に研究費
を使用する．特に海外研究者の日本への招待について連携研究者と協力して実施にあたる． 
本計画は連携研究者のほかに，研究協力者(海外共同研究者)として，次の 3人を加えたグル

ープで行う． 
・Vaughan F. R. Jones (Vanderbilt 大学): Subfactor 理論を創始し，その応用として結び目
の Jones 多項式を発見して Fields 賞を受賞． 
・Roberto Longo (Rome 大学): 共形場理論の作用素環論的研究において最近 25 年間の研究を
リードする第一人者．ローマに新設された数学・理論物理学研究センター所長． 
・Sorin Popa (California 大学 Los Angeles 校): 作用素環の分類理論において，von Neumann 
以来の歴史的難問を次々と解決して現在の発展のトップを独走する．ICM-2006 の全体講演者． 
４．研究成果 
頂点作用素代数と(作用素環の)局所共形ネットはカイラル共形場理論を 数学的に扱うため

の二つの枠組みであり，両者の間に様々な類似性は あるものの，これまで直接的な関係は見つ
かっていなかった． Carpi, Longo, Weiner と共に，強局所性という条件を付ければ 頂点作用
素代数から局所共形ネットを構成することができ，この局所 共形ネットから元の頂点作用素代
数が復元できることを示した． さらに強局所性が成り立つための簡単な十分条件も示した．こ
れは 十数年来の懸案を解決するものである．さらに頂点作用素代数としての 自己同型群と局
所共形ネットとしての自己同型群が同じであることも示した． この結果は，(すでに河東自身
の結果によって分かっていた)ムーンシャイン頂点作用素代数の場合を含め多くの例に適用で
きる． 
物質のトポロジカル相の間の gapped domain wall というものが物性物理で研究されている

が，その数学的定義を与え，2015 年の Lan, Wang, Wen の予想は正しくないことを示した． 



完全有理的な局所共形ネット 2つからできるフル共形場理論のカップリング行列 について，
モジュラー不変性が成り立つのはフル共形場理論の表現論が自明な時であり，またその時に限
ることが知られている．一方 2つの局所共形ネットが同じ場合，モジュラー不変行列を二つか
けてもモジュラー不変性が保たれることは自明であり，その分解規則はモジュラー不変行列の
フ ュ ー ジ ョ ン ル ー ル と し て 知 ら れ て い る ．  こ れ に つ い て は ， Evans-Pinto, 
Fuchs-Runkel-Schweigert の研究があり， フル共形場理論と，カイラル共形場理論の局所的と
は限らない拡大の関係 に基づき，Q-system の braided product としての解釈が知られている． 
この「テンソル積」とその直和分解の構成を，二つの局所共形ネットが同じとは 限らない場合
に一般化した．また物質のトポロジカル相の文脈では， これは gapped domain wall の合成に
あたるものとなっている． 
フュージョン圏におけるフル部分圏の Drinfel'd の意味での 相対可換子圏の単純対象， フ

ュージョン圏のフル部分圏についての既約な半braiding, Ocneanuの tube環を一般化した相対
tube 環の極小中心射影の間の対応を確立した． これを用いて，alpha-induction から生じるフ
ュージョン圏 の相対 Drinfel'd 可換子圏を明示的に計算した． カイラル共形場理論から生じ
る具体例も示した． 
さらにフュージョン圏におけるフル部分圏の Drinfel'd の意味での相対可換子圏の研究を続

けた．特に相対チューブ環の部分環として相対トーラス環を定義し， その上で S行列の作用を
考えた．これについて相対 Verlinde 公式を証明した． これは，フル部分圏が全体に一致する
場合には， 通常のDrinfel'd中心のVerlinde公式であり，またフル部分圏が自明な場合には も
ともとのフュージョン則をそのまま書いたものである．したがって一般の場合にはこの両極端
の間を「補間」したものになっている． 
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