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研究成果の概要（和文）：これまで信号処理の分野では、多次元情報の複素(または実)ベクトル表現や複素(ま
たは実)行列(またはテンソル)表現を利用することが前提となっており、信号処理の多くの課題は事実上、実線
形代数や複素線形代数の数理や最適化の数理を駆使して解決されてきた。本研究は多次元情報を「超複素数(ケ
ーリー・ディクソン数)を成分に持つ行列やテンソル」で表現することによって実現される全く新しい信号処理
の数理的基盤の確立と応用を目的としており、超複素低ランクテンソル補完問題、超複素ロバスト主成分分析問
題、非負値制約付き低ランク超複素行列補完問題、および、関連する多様な最適化の課題に取り組み、多くの研
究成果を得ている。

研究成果の概要（英文）：In this study, we have achieved variety of novel mathematical ideas on the 
innovative signal processing applications of the Cayley-Dickson number systems which were not 
exploited soundly in the existing signal processing. Major contributions achieved in this project 
are summarized in publications (i) Hyper complex tensor completion (IEEE Transactions on Signal 
Processing 2019, in press), (ii) Hypercomplex principal component pursuit (Robust PCA) (Proc. APSIPA
 ASC 2018), (iii) Hypercomplex low rank matrix completion with nonnegative constraints (Proc. IEEE 
ICASSP 2019).  Moreover, we also investigated various related optimization problems and achieved 
many new results. 

研究分野：信号処理、最適化、データサイエンス
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研究成果の学術的意義や社会的意義
複素数は１つの数で2つの実数(実部と虚部)を表現できるばかりでなく四則演算が自由に行えるため、科学技術
の全域で利用されてきた。本研究プロジェクトはこれまで、データサイエンスの領域でほとんど有効に活用され
てこなかったCayley-Dickson数(実部の他に複数個の虚部を持つ超複素数)を広く応用していくために、超複素行
列のランクや特異値分解に関する未解決問題を解明するとともに、超複素低ランクテンソル補完問題、超複素ロ
バスト主成分分析問題、非負値制約付き低ランク超複素行列補完問題等に対する強力なアルゴリズムを開発して
いる。また、関連する多様な最適化問題にも挑戦し、革新的アルゴリズムを実現している。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
 
信号処理の発展には非自明な数学を効果的に活かすための情報表現法の開拓が不可欠である。
複数の虚部を持つ超複素数は一般に体(Field)の性質を満足しないが、実ベクトルにはない四則
演算が備えられているため、多次元情報を効率表現する数体系として大きな可能性を秘めてい
る。近年、超複素数を信号処理の問題に効果的に応用することを目的としたアルゴリズムの開
発競争が世界中で行われている。ところが超複素数の数理(超複素線形代数の基本問題)には未
解決な議論が多く残されているため(例えば[Z07])、本プロジェクト開始当初、超複素数の効果
的な応用法は未だ手探りの状態にあった。今後、超複素数の表現能力を最大限に活用し、強力
な信号処理の手法を開発していくためには、非自明なアイディアで超複素線形代数の基本問題
の解決に道を拓くことが不可欠であり、さらには、超複素線形代数の知見を活かせる強力な最
適化アルゴリズムや信号処理アルゴリズムの開発が待望されていた。 
 
[Z07] F. Zhang, Gersgorin type theorems for quaternionic matrices, Linear Algebra 
Appl., 424, pp.139-153, 2007. 
 
２．研究の目的 
 
本プロジェクトでは次世代信号処理の重要な基盤となることが予想される「超複素数
(Cayley-Dickson数:以下 CD数)の応用価値の高い数理」を解明するとともに、強力な超複素数
信号処理アルゴリズムを系統的に作りだすための新しいメカニズムを構築し、世界をリードす
ることを目的としている。 
 
３．研究の方法 

 
研究代表者らは CD数を成分に持つ行列とベクトルによって表現される超複素線形システムを
等価な高次元実線形システムとして表現するための同型変換を具体的に与えることに成功して
いる[N-Y14]。本プロジェクトではこの等価変換を利用することにより、CD数を成分に持つ行
列に関する超複素線形代数の基本問題(ランクや固有値や特異値の定義と計算法：例えば四元数
行列の左固有値問題は長年の未解決問題になっている)の解明に取り組んだ。また、新しく解明
された超複素線形代数の基本性質を多次元信号処理に応用するために、等価翻訳された世界に
おける最適化問題を定式化し、これを解決するために必要な逐次近似アルゴリズムの開発を行
った。また、超複素行列の低ランク近似法を活用するために、実行列に関する新しい低ランク
推定法とそれらの性能解析を行った。さらに、これらの成果を融合することにより、次世代信
号処理の重要な基盤となることが期待される全く新しい問題(例「超複素低ランクテンソル補完
問題」、「超複素ロバスト主成分分析問題」、「非負値制約超複素行列補完問題」等)を定式化し、
それらを解決するアルゴリズムの開発に取り組んだ。 
 
[N-Y14] T. Mizoguchi, I. Yamada, An algebraic translation of Cayley-Dickson linear 
systems and its applications to online learning, IEEE Trans. Signal Process., 62, 
pp.1438-1453, 2014.  
 
４．研究成果 
「超複素線形代数の基本問題(ランクや固有値や特異値の定義と計算法)の解明」については等
価翻訳法[N-Y14]を最大限応用することによって、実用性の高い定式化と解明に成功した(雑誌
論文：⑩/学会発表：⑫，⑭) 
「超複素テンソルの低ランク補完問題、超複素ロバスト主成分分析問題、非負値制約超複素行
列の低ランク補完問題への応用」については数学的に矛盾のない定式化を与え、最適解への収
束性を保証するアルゴリズムの開発に成功している(雑誌論文：⑩/学会発表：⑫，⑭)。 
「本プロジェクトのさらなる発展に不可欠となる最適化問題の定式化とこれを解決する逐次近
似アルゴリズムの開発と応用」については理論と応用双方で大きな成果を上げることができた
（雑誌論文：①，②，③，④，⑦，⑧，⑨/学会発表：①,②，④，⑤，⑥，⑦，⑧，⑨，⑩，
⑪，⑬，⑮/図書：①）。 
「本プロジェクトのさらなる発展に不可欠な実行列の低ランク推定法とその性能解析」につい
ては、理論と応用双方で大きな成果を上げることができた(雑誌論文：⑤,⑥/学会発表：③)。 
更に，以上のアイディアを実現するために不可欠な各種最適化技術や信号処理技術の高度化
にも取り組み、大きな成果を得ている(学会発表：⑯など)。 
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