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研究成果の概要（和文）：当該研究では、代数的サイクルに関連する諸問題の多角的かつ有機的な研究する．代
数的サイクルとはスキーム上の既約閉部分スキームの整数係数の有限和である．この全体のなす群を有理同値で
割った群はChow群と呼ばれる．Chow群の研究の歴史は長く，その重要性は代数幾何のみならず整数論においても
深く認識されている．たとえば，19世紀の複素関数論の重要な研究対象であったリーマン面の因子類群や，整数
論の重要な研究対象である代数体のイデアル類群はChow群の一種である．当該研究では、以上の背景のもとで、
高次元類体論、モチーフ理論、リジッド解析空間のK理論を研究し成果を挙げた．

研究成果の概要（英文）：The research consists of two parts: (I) Generalization of theory of motives.
 (II) Construction of K-theory for rigid analytic spaces. 
(1) We extended Voevodksy's theory of motives. Voevodksy’s theory is based on homotopy invariant 
sheaves. In order to extend Voevodsky's theory, we introduced reciprocity sheaves as generalization 
of homotopy invariant sheaves. We proved several basic properties on reciprocity sheaves, which 
gives a motivic interpretation of some classical theorems on cohomology such as the projective 
bundle formula and Grothendieck duality. Moreover, we applied theory of reciprocity sheaves to 
ramification theory.
(2) Motivated by works of Bloch-Esnault-Kerz and Morrow on Grothendieck's variational Hodge 
conjecture, we constructed a new theory of analytic K-theory of rigid spaces.It sheds new light on 
Grothendieck's variational Hodge conjecture from the new perspective of rigid analytic geometry.

研究分野： 代数幾何学　数論幾何学

キーワード： algebraic cycles　motives
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研究成果の学術的意義や社会的意義
モチーフ理論は代数幾何学や数論幾何学の指導原理である．その存在を最初に予見したのはGrothendieckで1970
年代のことである．仮想的なモチーフの理論は代数幾何学や数論幾何学の様々な分野に多大な影響を与えてき
た．今世紀に入りVoevodskyが、滑らかな多様体にたいしてはうまく機能するモチーフ理論を構成することに成
功した．当該研究では、Voevodskyの理論を拡張して一般の多様体に対しても機能するモチーフ理論を構成しつ
つある．この拡張により、Voevodskyの理論では不可能であったガロア表現の暴分岐や微分方程式の不確定特異
点での挙動をモチーフ理論の枠組みで捉えることが可能になった．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ‐１９、Ｆ‐１９‐１、Ｚ‐１９（共通）

１．研究開始当初の背景
当該研究では，代数的サイクルに関連する諸問題を多角的かつ有機的に研
究する．代数的サイクルのなす群を有理同値で割った群はChow群と呼ば
れる．Chow群の研究の歴史は長く，その重要性は代数幾何のみならず整
数論においても深く認識されている．たとえば，19世紀の複素関数論の
重要な研究対象であったリーマン面の因子類群や，整数論の重要な研究対
象である代数体のイデアル類群は Chow群の一種である．当該研究では，
以上の背景のもとで，(I) モチーフ理論の一般化と分岐理論への応用、お
よび (II) リジッド解析空間のK 理論の構築を行った．

２．研究の目的
(I)モチーフ理論とは、代数多様体あるいはもっと一般にデデキント環上有
限型なスキームにたいする普遍的コホモロジー理論を生み出す力をもつモ
チーフの圏を構成することを目的とする．すでに1970年代にGrothendieck

がさまざまなコホモロジー理論の背後に潜むものとしてその存在を予見
し，1980年にBeilinsonがそれを正確に予想として定式化した．Beilinson

予想はいまだ未解決だが、モチーフ理論は哲学的指導原理として多くの優
れた研究を導びきつつ発展してきた．Beilinson予想に対してこれまで最
も大きな進展を与えたのはVoevodskyである．彼は、特異点を持たない多
様体にたいしては望まれた性質を持つモチーフの圏を構成した（彼はその
応用としてBloch-加藤予想を解決しフィールズ賞を受賞している）．しか
し一般の場合のモチーフの圏の構成 (Beilinson予想)は未解決である．本
研究目的はVoevodskyの理論を拡張しBeilinson予想に進展をもたらすこ
とである．さらに新たなモチーフ理論の応用として、加藤和也，斎藤毅，
Beilinsonたちが展開する分岐理論をまったく新しい視点から再構成し一
般化することである．

(II) ホッジ予想は，2005年にクレイ研究所が提出した「ミレニアム問題」
のひとつである．Grothendieckの変動的ホッジ予想は，ホッジ予想より
は弱い予想だが (ただしアーベル多様体にたいしては同値)，これにたいす
る一般的なアプローチは発見されていない．最近 Bloch-Esnault-Kerzと
Morrowが変動的ホッジ予想の無限小変形部分を解決した．変動的ホッジ
予想を解決するため残された問題は形式的スキームの代数的 K群の代数
化である．本研究目的は、リジッド解析空間の K理論の構築という全く
新しい視点からこの問題にアプローチし，代数化の問題に進展をもたらす
ことである．

３．研究の方法
本研究は代数幾何や数論幾何の様々な対象を多角的かつ有機的に研究して
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いる．研究手法は，Hodge理論，p-進Hodge理論，エタールコホモロジー
理論，リジッド解析幾何，ホモトピー代数など現代数学の様々な手法を交
錯させ駆使するものである．基礎理論の構築という大きなスケールにおい
て研究が進められている．研究目的達成のために，国内外の研究協力者と
の活発な研究交流にもとづくグローバルな研究協力体制を構築している．

４．研究成果
(I) 以下、完全体 kを固定し考えるスキームはすべて k上のものとする．
Voevodskyは k上滑らかなスキームのモチーフの圏 DM(k)を構成した.

その構成は，ホモトピー不変性を満たす層 (ホモトピー不変性層)を基本
的構成要素としている．Smを k 上分離的滑らかなスキーム全体のなす
圏とする．Sm上のアーベル群の前層であって transfer構造 (有限射にた
いする共変関手性）をもつもの全体のなす圏をPSTであらわす．さらに
Sm上のNisnevich位相に関して層となるもの全体のなすPSTの充満部
分圏をNSTであらわす．さらに

HI = {F ∈ PST| F (X) ≃ F (X ×A1) (∀X ∈ Sm)}

としてPSTの充満部分圏HIが定義される．VoevodskyはNSTがアー
ベル圏であることを示し，

DM(k) = {K• ∈ D(NST)| H i(K•) ∈ HI (∀i ∈ Z)}

と定義した．ここで D(NST) は NST の複体 K• たちのなす導来圏で
H i(K•)はコホモロジー層を表す．DM(k)が、滑らかな多様体に対しては
Beilinson予想を満たすことの証明には、A1-不変層に関する深い定理が
基盤となっている．一方、A1-不変性はVoevodskyの理論に本質的な制約
を課す．例えば，スキームの構造層Oや微分形式の層ΩiはNSTの対象
ではあるがHIには属さない．また数論幾何学の重要分野である分岐理論
ではガロア表現の暴分岐を中心的研究対象とするが，暴分岐はA1-不変性
を満たさない．よって分岐理論を Voevodskyの理論の枠組みで捉えるこ
とは不可能である．研究代表者は，A1-不変層を一般化する相互層を新た
に定義し，A1-不変層にたいするVoevodskyの基本定理を相互層にまで拡
張することに成功した．相互層を定義するために、まず Smを拡張する
圏MSmを以下のように定義する．対象は k上固有的なスキームXとそ
の上の有効カルティエ因子X∞の組 X = (X,X∞)でX −X∞ ∈ Smな
るものである (射の定義は省略する)．X ∈ SmにたいしX = X −X∞な
るX = (X,X∞) ∈ MSm全体をMSm(X)であらわす．MSm上のアー
ベル群の前層であって適当な意味で transfer構造をもつもの全体のなす圏
をMPSTであらわす．HIのMPSTにおける対応物が

CI = {F ∈ MPST| F (X) ≃ F (X × (P1,∞)) (∀X ∈ MSm)}
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と定義される．つまりCIの対象は，無限遠点∞を境界としてもつA1の
コンパクト化P1に関する不変性を満たすMPSTの対象である．形式的
な圏論の議論により関手 ωCI : PST → CI が定義され，任意のX ∈ Sm

と X ∈ MSm(X)にたいし ωCIF (X ) ⊂ F (X)が成り立つ (気持ちとし
て，ωCIF (X )の元は F の X 上の切断で X のコンパクト化 X に延長し
たとき境界での分岐がX∞で抑えられるものである)．このとき相互層を
F ∈ PSTで次の性質をもつものと定義する：

(♠) 任意のX ∈ Smと α ∈ F (X)にたいし，ある X ∈ MSm(X)が存
在して α ∈ ωCIF (X )．

RSC ⊂ PSTを相互層全体からなる充満部分圏とする．このときHI ⊂
RSC であることが示される．実際，HI の対象は F ∈ PST で任意の
X ∈ Smと α ∈ F (X)と任意の X ∈ MSm(X)にたいし α ∈ ωCIF (X )

を満たすものとして特徴づけられる．RSCはHIには属さない興味深い
対象を含んでいる．上述のOや微分形式の層Ωiはその例である．このほ
かにも

H1
et : Sm → Ab ; X → H1

et(X,Q/Z) = Homcont(π
ab
1 (X),Q/Z)

(右辺はX のアーベル基本群の連続指標全体のなす群)や，ch(k) = 0の
場合に

H1
∇ : Sm → Ab ; X → {(L,∇)}/ ∼

(右辺はX上の直線束と可積接続∇の同型類全体)もRSCの対象である．

定理: X ∈ Smと X = (X,X∞) ∈ MSm(X)にたいし次が成り立つ．

(1) ωCIH1
et(X ) = {χ ∈ H1

et(X,Q/Z)| ArtX(χ) ≤ X∞}. ただし
ch(k) > 0とし，ArtX(χ)は加藤和也と松田茂樹が定義したχのXの
境界での分岐の導手 (dim(X) = 1なら古典的な導手）で，ArtX(χ) ≤
X∞はそれがX∞で抑えられることを意味してる．

(2) ωCIH1
∇(X ) = {(L,∇) ∈ H1

∇(X)| IrrX(L,∇) ≤ X∞}. ただし
ch(k) = 0とし，IrrX(L,∇)は，∇のXの境界での (irregularity)を
表す．

この定理は，分岐理論が新たなモチーフ理論において再解釈されることを
示すだけでなく，ひとつ相互層を与えるごとに新たな分岐理論が生じるこ
とを意味する．

(II) 標数 0の体 k上の一変数級数環 R = k[[t]]とその商体K = k((t))を
考える．X は S = SpecR 上の射影的で滑らかなスキーム，Y = X ⊗R
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R/(t)をその特殊ファイバーとし，制限写像 ι : K0(X) → K0(Y )を考え
る．ここで一般にスキームZにたいしK0(Z)はZ上のベクトル束全体の
Grothendieck群である．Grothendieckの変動的ホッジ予想とは，K0(Y )

の元 α を K0(X)に持ち上げるための必要十分条件を，α のホッヂ理論
的条件によって与えるものである．ホッジ予想は変動的ホッジ予想を導
く．アーベル多様体にたいしては両者は同値である．整数 n > 0 にた
いし Xn = X ⊗R R/(tn) (Y の thickening) の Grothendieck 群の逆系
Kcont

0 (X) := {K0(Xn)}n≥0 とその逆極限 K̂0(X) にたいし，写像 ι が
K0(X) → K̂0(X) → K0(Y )と分解し, α ∈ K0(Y )の持ち上げのプロセス
を２段階に分けることができる．最初の持ち上げを無限小変形持ち上げ，次
の持ち上げを代数化とよぶ．Bloch-Esnault-KerzとMorrowは，前者の問
題をほぼ解決することに成功した．残された代数化の問題は，Grothendieck

の偉業であるFormal Existence Theoremを大きく一般化する難題である．
本研究では，この問題に対するして新たなアプローチを提出する．
以下，Rを完備離付値環，πをその素元，Kをその商体とする．上で考

察したR = k[[t]]とK = k((t))はこの例である．XをS = SpecR上の (射
影的とも滑らかとも限らない)な形式的スキームとし，Xn = X⊗RR/(πn)

とおく．本研究者は, 高次 K 群の逆系 Kcont
j (X) := {Kj(Xn)}n≥0 をリ

ジッド解析幾何を用いて解析する新しい理論を構成した．Sptをスペク
トラ全体の圏とし，pSptでスペクトラの逆系全体の圏とする．pSptの
対象 S = (Si)(i∈I) にたいしその j 次ホモトピー群をアーベル群の逆系
πj(S) = {πj(Si)}i∈I として定義する．ここで πj(Si)は Sj の安定ホモト
ピー群である．主定理は以下のとおりである．

定理：RigをK 上準コンパクトかつ分離的なリジッド解析空間のなす
圏とする．このとき半変関手 KHan : Rig → pSpt が存在し次の性質を
持つ．X ∈ Rigと，X の R上の形式的スキームのモデルX で正則なも
のにたいし，アーベル群の逆系の長完全系列

· · · → Kcont
j+1 (X) → KHan

j+1(X ) → Gj(Y ) → Kcont
j (X) → KHan

j (X ) → · · ·

が存在する．ここで Y = X ⊗R R/(π)はXの特殊ファイバー、Gj(Y )は
Y の高次G群である．

簡単に言うとKHan
j (X )はGj(Y )の差を除いてKcont

j (X)を記述する力
を持つわけである．特に変動的ホッジ予想において重要だったKcont

0 (X)

を理解するにはKHan
0 (X )を理解すればよいことになる．これにより変動

的ホッジ予想の解決にリジッド解析幾何学の手法を応用することが期待さ
れる．
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 ４．巻
M. Kerz, S. Saito and G. Tamme To appear

 １．著者名



2017年

2016年

2016年

2015年

オープンアクセスではない、又はオープンアクセスが困難 －

なし

 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁

有

 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
高次元類体論の現在-非アーベル化への展望と高次元Hasse原理

日本数学会「数学」 ２５－５２

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無

オープンアクセスではない、又はオープンアクセスが困難 該当する

 ４．巻
斎藤秀司 ８８

 １．著者名

10.1215/00127094-3644902

 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁

有

 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
Chow group of 0-cycles with modulus and higher dimensional class field theory

Duke Math. J. 印刷中

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無

オープンアクセスではない、又はオープンアクセスが困難 該当する

 ４．巻
M. Kerz and S. Saito 印刷中

 １．著者名

なし

 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁

有

 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
Reciprocity sheaves, I

Compositio Math. 1851-1898

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無

オープンアクセスではない、又はオープンアクセスが困難 該当する

 ４．巻
B. Kahn, S. Saito and T. Yamazaki 152

 １．著者名

https://doi.org/10.1093/imrn/rnw111

 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁

有

 オープンアクセス  国際共著

 ２．論文標題  ５．発行年
Weight homology of motives

Internatinal Math. Research Notices 3938-3984

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無

 ４．巻
S. Kelly and S. Saito 13

 １．著者名
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2019年

2018年

 ２．発表標題

 ２．発表標題

 ２．発表標題

 ２．発表標題

A conference `Geometry: Local and Global' on the occasion of Prof. V. Srinivas's 60-th birthday, Tata Institute of
Fundamental Research, India（招待講演）（国際学会）

 ３．学会等名

 ３．学会等名

 ３．学会等名

 ３．学会等名

Shuji Saito

Shuji Saito

Shuji Saito

Shuji Saito

 １．発表者名

 １．発表者名

 １．発表者名

 １．発表者名

 ４．発表年

 ４．発表年

 ４．発表年

 ４．発表年

Theory of motives and ramification theory

Rigid analytic K-theory and p-adic Chern characters

Theory of motives with modulus

Rigid analytic K-theory and p-adic Chern characters

Enriques Lecture, Seminar of Geometry and Algebra, University of Milano, Italy（招待講演）

Tokyo-Princeton at Komaba, University of Tokyo（招待講演）（国際学会）

Arithmetic and Algebraic Geometry 2019 on the occasion of Prof. Terasoma's 60-th birthday, University of Tokyo（招待講演）
（国際学会）



2018年

2018年

2018年

2017年

 ２．発表標題

 ２．発表標題

 ２．発表標題

 ２．発表標題

Arithmetic and Analysis, Conference on the occasion of Christopher Deninger's 60th birthday, University of Muenster, Germany
（招待講演）（国際学会）

Motivic homotopy theory and refined enumerative geometry,University of Duisburg-Essen, Germany（招待講演）（国際学会）

The conference "Arithmetic Geometry : l-adic and p-adic aspects, University of Tokyo"（招待講演）（国際学会）

Algebro-geometric and homotopical methods, Institute Mittag-Leffler, Stockholm, Sweden（招待講演）（国際学会）

 ３．学会等名

 ３．学会等名

 ３．学会等名

Shuji Saito

Shuji Saito

Shuji Saito

Shuji Saito

 １．発表者名

 １．発表者名

 ３．学会等名

 １．発表者名

 ４．発表年

 ４．発表年

Rigid analytic K-theory

Rigid analytic K-theory

Rigid analytic K-theory and p-adic Chern characters

Purity of reciprocity sheaves and motive of modulus

 ４．発表年

 ４．発表年

 １．発表者名
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2017年

2017年

2016年

 ２．発表標題

 ２．発表標題

 ２．発表標題

 ２．発表標題

K-theory in algebraic geometry and number theory, Hausdorff Research Institute for Mathematics, Germany（招待講演）（国際学
会）

 ３．学会等名

 ３．学会等名

 ３．学会等名

 ３．学会等名

Polish Academy of Sciences Conference Center in Bedlewo, Poland（招待講演）（国際学会）

Conference on Algebraic Geometry and Number Theory on the occasion of Jean-Louis Colliot-Thelene's 70th birthday, Villa
Finaly, Firenze, Italy（招待講演）（国際学会）

Generalizations of A^1-Homotopy Invariance in Algebraic Geometry and Homotopy Theory, Haus Kranich, Zinnowitz, Germany（招待
講演）（国際学会）

Shuji Saito

 １．発表者名

 １．発表者名

 １．発表者名

 １．発表者名

Shuji Saito

Shuji Saito

Shuji Saito

 ４．発表年

 ４．発表年

 ４．発表年

Motivic interpretation of Artin conductors

Purity for reciprocity sheaves

Rigid analytic K-theory

Motives with modulus and cdh descent for reciprocity sheaves

 ４．発表年



2016年

2015年

〔図書〕　計1件

2020年

〔産業財産権〕

〔その他〕
斎藤秀司ホームページ 
http://www.lcv.ne.jp/~smaki/ja/index.html 

Desingularization: Invariants and Strategy: Application to Dimension 2

 ５．総ページ数

 １．著者名  ４．発行年
V. Cossart, U. Jannsen, S. Saito

 ２．出版社
Lecture Notes in Mathematics, Springer To appear

 ２．発表標題

 ２．発表標題

 ３．書名

AMS algebraic geometry summer institute 2015, University of Utah, USA（招待講演）（国際学会）

 ３．学会等名

 ３．学会等名

International Colloquium on K-theory, Western Sydney University, Australia（招待講演）（国際学会）

Shuji Saito

Shuji Saito

 １．発表者名

 １．発表者名

 ４．発表年

 ４．発表年

Motives with modulus

Motives with modulus
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