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研究成果の概要（和文）：第1力学次数が1より大きい原始的双有理自己同型を有する任意次元（>1）の有理多様
体、 カラビ・ヤウ多様体、アーベル多様体の存在、エントロピーが正の原始的正則自己同型を有する任意偶数
次元の有理多様体、 カラビ・ヤウ多様体の存在を示した。Xun Yu准教授と共同で、複素Enriques曲面の自己同
型の正エントロピーの最小値を決定した。これらは当該研究課題の主要部にほぼ完全な解答を与える。更に、
Tien-Cuong Dinh教授との共同研究で、全自己同型群が群として離散的だが有限生成ではなく、更に実形式を同
型を除き無限個もつ滑らかな射影代数多様体の存在を、2以上の任意次元において示した。

研究成果の概要（英文）：I proved that, in any dimension greater than one, there are an abelian 
variety, a smooth rational variety and a Calabi-Yau manifold, with primitive birational 
automorphisms of first dynamical degree >1. I also proved that there are smooth complex projective 
Calabi-Yau manifolds and smooth rational manifolds, of any even dimension, with primitive biregular 
automorphisms of positive topological entropy. As a joint work with Professor Xun Yu, we determined 
the minimum positive entropy of complex Enriques surface automorphisms.These result give a fairly 
complete answer to the proposal problems of this grant. Furthermore, as a joint work with Professor 
Tien-Cuong Dinh, we have shown that there is a smooth complex projective variety, of any dimension 
greater than or equal to two, whose automorphism group is discrete and not finitely generated. 
Moreover, this variety admits infinitely many real forms which are mutually non-isomorphic over the 
real number field.

研究分野：数学、代数幾何学

キーワード： 原始的自己同型　力学次数　エントロピー　エンリケス曲面　離散的自己同型群の有限生成性　複素代
数多様体の実形式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
当該研究課題の主要部は申請者のICM招待講演において提示した問題の研究であり、十分な成果を得た。まず、
高次元代数多様体の力学系理論は低次元理論には帰着できないことを示す定理を確立し、理論の豊かさを示し
た。Xun Yu氏との共同研究は、フィールズ賞受賞者McMullen氏の結果と合わせることで、複素代数曲面の小平分
類の各クラスにおいて正エントロピー値をすべて明らかにする最終的結果である。また、その後、Lesieutre氏
の結果に刺激されて行ったDinh氏との共同研究は、当該分野の大家であるDolgachev教授から、長年の未解決問
題に対する決定的結果であり、誇ってよい結果であると称賛された。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

 
研究申請をしていた当時は、申請者が 2014 年の国際数学者会議(ICM)での招待講演において提
示したいくつかの問題とともに、2014 年ころから Esnault 氏、Xun Yu 氏と着手していた、複素
力学系の考え方の正標数の代数幾何学への応用と更なる発展を大きな柱にした研究計画をたて
ていた。特に、次の(1)-(4)は中心的な大きな目標であった。 
 
(1) 代数多様体の双正則自己射(automorphism)及び双有理自己写像(birational automorphism), 
特に, 原始的と呼ばれる多様体の次元特有の双正則自己射及び双有理自己写像とその存在
の研究 
(2) フィールズ賞受賞者 McMullen 氏により創始された、代数曲面の自己同型の正エントロピー
あるいは力学系次数の最小値の決定問題 
(3) 正標数の代数多様体の双有理対称性への応用など, 従来の複素力学系的視点の新たな応用
可能性と追求と開拓 
(4) (1)-(3)以外にも代数幾何学と複素力学系の研究・視点の交流の中で, 双方に関わる既存の
問題の解決, 新たな問題の発見等, 代数多様体の双有理幾何学と複素力学系双方の発展に
寄与すること 
 
２．研究の目的 
 
研究開始当初の背景の番号に沿って、背景(1)、(2)にのべた研究の目的について記述する。(3)、
(4)は背景欄の記述内容がそのまま目的でもある。以下断らない限り、代数多様体は滑らかな複
素射影多様体とする。 
 
(1) 代数多様体の双有理自己写像は、より次元の低い正次元の代数多様体への同変的な支配的有
理写像をもたないとき、原始的であるという。原始的双有理自己写像は、与えられた次元の
多様体特有の双有理写像である。特に、力学次数が 1より真に大きな原始的自己双有理写像
を有する n次元多様体の存在問題は、代数多様体の力学系理論が次元 nにおいて本質的に空
でないことを示す重要かつ基本的な問題である。また、力学次数が 1より大きな正則自己同
型写像を有する n次元代数多様体の存在は、代数多様体の古典的エントロピー理論が次元 n
において本質的に空でないことを意味する。これらの存在問題を考察することが、本研究の
目的の一つである。 
 
(2) フィールズ賞受賞者 McMullen 氏は代数多様体の高次元複素力学系理論の創始者のひとりで
ある。特に、代数曲面の自己同型の力学次数は 1または、Salem 数と呼ばれる代数的整数の
(従って、エントロピーは零または Salem 数の自然対数値)であることを示し、力学次数は 1
でなければ、Lehmer 数と呼ばれるすべての Salem 数の最小値であると予想されている数以
上であることも示し、代数曲面の自己同型の力学次数>1 の最小値の決定問題を提示した。具
体的には、有理曲面、アーベル曲面、K3 曲面及びエンリケス曲面の場合が問題となる。
McMullen 氏は、アーベル曲面の場合の決定（比較的容易）とともに、有理曲面と K3 曲面の
場合に Lehmer 数であることを示した。他方、申請者はエンリケス曲面の場合の最小値は
Lehmer 数より真に大きいことを示した。可能ならば、エンリケス曲面の場合に最小値を決定
し、当該問題に終止符を打つことが本研究の究極の目的の一つである。 

 
３．研究の方法 
 
本研究で用いた方法は、魅せられた問題を粘り強く考えること、それと同時に、頑張ってもうま
くいかないときは、ひとつの問題に固執することなく別の問題を考えること、そのために、基本
的な論文や関連論文の地道な精査をすること、国際研究集会への積極的な参加等を通じて最新
の研究動向を知り、問題の幅を広げること、また、興味を共有する研究者との国際共同研究をす
ること、といった数学者ならば誰もがしている標準的方法である。 
 
ここでは、確かな成果につながったという点で、今になって思えば特筆に値すると思われる３つ
の具体的体験（以下の(1)-(3)）と、申請者が主催者の一人となって開催し本研究計画で重要な
役割を果たしたいくつかの国際研究集会について記すことで、より詳細な方法の説明としたい。 
 
(1) 研究成果(5)にある結果は、Keum 氏の還暦を祝う国際研究集会において、Dolgachev 氏がそ
の講演中に提示された問題に肯定的解決を与えたものである。すでに Esnault 氏、Xun Yu 氏
と行った楕円 K3 曲面を使った考え方が役に立って研究集会中に解決でき、研究集会では当
初の講演に変えてこの結果を話すことになった。研究集会中に解けたことは偶然であるが、
その方法や考え方は、後のより重要な結果である、Dinh 氏との共同研究(研究成果(6))に非
常に役立った。また、現在 Xun Yu 氏と共同研究遂行中である「Coble の問題」にも発展する
など、別の研究においても役立っている。 



 

(2) Xun Yu 氏との共同研究により、研究背景・目的(2)の問題「エンリケス曲面の自己同型の正
の最小エントロピー値の決定」に最終的な完全解決を与えることができた。 PC プログラム
により処理可能な形である、効果的な意味で有限な問題に必要十分な形で還元させた後、最
終的には PC プログラムを走らせることにより解決した。エンリケス曲面の研究において、
PC プログラムを必要としない”通常”の数学的主張であれば、エンリケス曲面の不変被覆
の周期の情報を主張の中に組み込むことは自然であり、多くの場合（例えば部分格子の細か
な情報を書き連ねるより）数学的にはわかりやすい。他方、周期の情報は超越的なものであ
る。そのため、周期の情報を PC プログラムが処理できず、PC がまったく応答しないといっ
た困難に出くわした。困難回避には、周期の主張をすべて部分格子の必要十分かつ効果的に
有限な問題に書き換えるといった、PC プログラムのことを念頭におかない”通常の”数学
的主張の定式化においては決して行わないタイプの新しい定式化の試みが必要となった。こ
のように、PCプログラムにのせることを念頭においた定理の定式化の試みは、自分のみなら
ず、実際に PC を走らせた Xun Yu 氏にも初めての体験であったようであり、方法上特筆すべ
きものであると思われる。 

 

(3) 研究背景・目的(4)に関し、Dinh 氏との共同研究で、離散的かつ非有限生成な自己同型群を
もつ代数多様体の存在問題に関する良い成果を得た。（詳しい成果は、成果(6)においてより
詳しく述べる。）2017 年に Oberwolfach での研究集会での Lesieutre 氏の講演を聞くまでそ
のような問題が懸案の未解決問題であることを知らなかった。その研究集会で、Lesieutre
氏、Huybrechts 氏らに、曲面の場合はどうかと問われたことが、本研究着手のきっかけとな
った。帰国後、別の共同研究予定のため来日した Dinh 氏と議論していたら自然にできたと
いうのが経緯である。実際、Dinh 氏との当初の共同研究テーマは、方法(1)に述べた曲面と
曲線の力学系の点軌道分布に関する詳細な解析であったが、実際には、(1)の曲面と曲線を
用いて、上記存在問題に関する解答が得られることに気づき、一気に成果につながった。地
道な努力とともに、積極的に研究集会に参加し研究交流するという方法、予定共同研究企画
とは少し異なった問題にも臨機応変に着手するという柔軟な研究方法が、少なくともこの問
題においては功を奏したといえる。 

 

(4) 当該研究と密接に関わる国際研究集会を組織委員の一人としていくつか開催した。その中で
も、特に研究計画初期に開催した"RIMS Workshop on Rationality and self-maps of 
algebraic varieties" (RIMS, Kyoto)は、研究目的（1）においても大変有益であった。"Higher 
Dimensional Algebraic Geometry, Holomorphic Dynamics and Their Interactions" 
(National University of Singapore, Singapore)、"New Trends in Arithmetic and 
Geometry of Algebraic Surfaces"(BIRS, Banff, Canada)は、Xun Yu 氏をはじめてして、
McMullen 氏、Rams 氏、大橋氏、松本氏といった成果(7)に密接に関わる研究者の参加もあり、
成果(7)に述べた共同研究遂行上非常に役立った。 
 
４．研究成果 
 
当該申請課題と深くかかわり、更にすでに採択のきまっている 2020 年度以降につながる成果を
中心に、ほぼ時系列的に記すことにする。 
 

(1) 与えられた多様体の単有理性、有理性の判定は極めて困難な問題である。Catanese氏, 

Verra氏と共同で、4次元のUeno-Campana型多様体と呼ばれる多様体の単有理性を示した。

この問題は当該研究主テーマである双有理あるいは双正則な原始的自己写像を許容する有

理多様体あるいは単有理多様体の存在に端を発し、3次元での最初の例がTruong氏との共同

研究で見出されていた。その４次元版であり、本研究の主テーマの一つである、双正則な

原始的自己写像を許容する4次元単有理多様体とその原始的双正則写像の明示的な例を与え

る結果である。 

 

(2) Xun Yu氏と共同で、もっとも基本的な3次元カラビ・ヤウ多様体である、3次元5次カラビ・

ヤウ多様体の双正則変換群（双有理変換群と同じ）をすべて決定しその明示的記述を与え

た。また、その中で、Gorensteinに作用するものもすべて決定し、やはり明示的に記述し

た。決定には、カラビ・ヤウ多様体の幾何学とともに、有限群論、その射影線形表現の線



形表現への持ち上げとその障害の解析が重要となる。また、具体的な決定においては、現

代的アトラスともいえるGapソフトが有効に用いられた。結果は、Xun Yu氏によるカラビ・

ヤウミラー対の新発見にも有効に使われている。また、研究の手法は、その後のXun Yu氏

とWei氏の共同研究、Aguilera氏、Liendo氏とMontero氏の共同研究などでも、すでに応用

されている。 

(3) 複素力学系において、より低次元の複素力学系に還元できない双有理自己写像である原始

的自己双有理写像の存在は基本的な問題である。第1ダイナミカル次数が1より真に大きい

原始的双有理自己同型を有する任意次元>2の有理多様体、 カラビ・ヤウ多様体、アーベル

多様体の存在を示した。 また、偶数次元では双正則自己同型で実現できることも示した。

これらは、代数多様体の力学系と古典的エントロピー理論が次元nにおいて本質的に空でな

いことを示す結果であり、ICM2014の招待講演で提示した問題に対する解答を与えるとも

に、研究目的(1)に対するほぼ満足のいく解答でもある。本研究計画のテーマにそった最重

要な成果の一つであり、この成果をまとめた論文は、国際一流誌Int. Math. Res. Not.か

ら出版された。 

(4) 代数多様体としてアブストラクトには同型だが、母空間である3次元射影多様体のクレモ変

換（3次クレモナ変換）では決して移りあえない滑らかな4次曲面対の存在を示した。ま

た、3次クレモナ変換では移りあうが、3次射影変換では決して移りあえない滑らかな4次曲

面対の幾何学的に簡明な例を構成し、Truong氏とKollar氏の質問に対する解答を与えた。

構成においては、複素力学系でも重要なケーリー４次曲面が重要となった。 

(5) Dolgachev氏の質問に答える形で、K3曲面とその自己同型の対で、条件「その自己同型が正

のエントロピーを持ち、K3曲面上のある滑らかな有理曲線に自明に作用する。」をみたす

ものを、射影的な場合、 非射影的な場合にそれぞれについて構成した。また、応用とし

て、同様な性質を持つ、Coble型でない有理曲面とその自己同型対の例も構成した。方法欄

でも述べたように、この成果は、後のDinh氏、Xun Yu氏とのより深い共同研究への起爆剤

となった点においても重要な成果である。 

(6) Dinh氏との共同研究で、滑らかな複素射影多様体で、その全自己同型群は群として離散的

だが有限生成ではなく、更にその実形式が無限個あるものの存在を、2以上の任意次元にお

いて示した。この結果は、Lesieutre氏の結果（6次元の場合の存在、Invent. Math.）に示

唆されたものであり、その一つの最終形といってよい形での一般化である。2次元の場合の

構成が最重要となるが、成果(5)において用いた曲面と曲線がその構成の鍵となった。当該

研究分野の大家であるDolgachev氏からは、「永らく未解決であった問題に対する満足のい

く完全解答であり、誇ってよい結果である。」と称賛された。本研究課題申請時には念頭

にはなかった研究だが、背景で述べた(4)に対する成果であり、重要な成果となった。この

成果をまとめた論文は、国際一流誌Duke Math. J.から出版された。 

(7) Xun Yu准教授と共同で、双曲型偶格子の正エントロピーをもつ自己同型の正値性判定条件

を効果的に有限かつ必要十分な形で確立した。また、この正値性判定条件の応用として、

与えられたSalem数がエンリケス曲面の自己同型の力学次数として実現できるための必要十

分条件を、やはり、効果的に有限かつ必要十分な形である「エンリケス４対の存在」とい

う形で確立した。その応用として、最終的にはPCプログラムにのせることで、複素

Enriques曲面の自己同型の正エントロピーの最小値を決定した。McMullen 氏によるアーベ

ル曲面の場合、K3曲面の場合(Invent. Math.）と有理曲面の場合（Publ. Math. IHES）の

正エントロピーの最小値の決定結果とあわせることで、代数曲面に作用する自己同型の正



エントロピーの最小値は、代数曲面の小平分類に登場するすべてのクラスの曲面において

完全に決定されたことになる。この成果をまとめた論文は、国際一流誌Duke Math. J.から

の出版が決まっている（2020年3月末に採択）。 

(8) 素体上超越次数が正である任意の奇素数標数の代数閉体上、K3曲面と双有理な滑らかな射

影代数曲面でその全自己同型群が非有限生成であるものの存在を示し、その応用として、

２以上の任意次元で全自己同型群が非有限生成である滑らかな射影代数多様体の存在を導

いた。また、素体上超越次数が零である任意奇素数標数の代数閉体上では、K3曲面と双有

理な滑らかな射影代数曲面の全自己同型群は常に有限生成であることも示した。有理点の

軌道に着目するといった力学系の視点と正標数の特殊性を組み合わせた点、成果(7)の正標

数版である点で、背景で述べた目的(3)に対する成果である。結果は、論文「K. Oguiso, A 

surface in odd characteristic with discrete and non-finitely generated 

automorphism group」（arXiv:1901.01351）にまとめ公表した。また、「Derived 

Categories and Geometry in Positive Characteristic」 (the Stefan Banach 

International Mathematical Center, Warsaw, Poland、2019)、「Algebraic Complex and 

Arithmetic Dynamics」（Simons Symposia、Schloss Elmau, Germany、2019）等を含む
数々の国際研究集会の招待講演においても発表し、Achinger氏、McMullen氏らから高評価

を得た。 

(9) 背景で述べた、当該研究テーマ(4)に密接にかかわるが、次年度以降の新規課題に向けた新

しい試みとして、原始的自己同型群を許容する代数多様体の分類問題に、シンガポール国

立大学のDe-Qi Zhang氏と共同研究の形で着手し、一定の成果を得た。以下より具体的に述

べる。Z. Reichstein、 D. Rogalski、J. J. Zhangは、複素射影代数多様体のwildと呼ば

れる自己同型（自分自身と空集合以外に安定な代数的部分集合を有しない自己同型）の概

念を導入し、2次元以下の場合にはwildな自己同型をもつ多様体はアーベル多様体に限るこ

とを示し、高次元においてもアーベル多様体に限ると予想した。De-Qi Zhang教授と共同

で、この予想に関し次を得た：3次元以下であれば、アーベル多様体あるいはいくつかの特

別な性質をもつ$3$次元カラビ・ヤウ多様体に限る。また、いずれの場合にもwildな自己同

型のエントロピーは零になる。更に、2次元以下の場合に、曲面の分類に依存しない簡単な

別証明も与えた。ここまでの成果は、論文「K. Oguiso, D.-Q. Zhang, Wild 

automorphisms of projective varieties, the maps which have no invariant proper 

subsets」(arXiv:2002.04437)にまとめ公表するとともに、国際研究集会「Degenerations, 

algebraic surfaces and related topics」（2019年12月神戸大学）での招待講演において

も講演の形で公表した。 
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