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研究成果の概要（和文）：Enriques曲面は19世紀末に見出された曲面であり、代数曲面の分類理論において１つ
のクラスを占める重要な曲面であるが、複素数体上では金銅誠之によって自己同型が有限なものは７つの型に分
類されていた。標数が3以上の場合もMartinによって同様の分類がなされていた。本研究において最も複雑で難
解な標数が２の場合の研究を行い、有限自己同型群を有する古典的Enriques曲面は８つの型に、超特異Enriques
曲面は５つの型に分類できることを示した。正標数において9個のカスプ特異点を有するK3曲面の構造や超特異
K3曲面のZariski性、準楕円曲面のファイバー構造についても新しい結果を得た。

研究成果の概要（英文）：Enriques surfaces were found at the end of 19 century, and they are 
important surfaces which belong to one class in the classification theory of algebraic surfaces. 
When their automorphism groups are finite, they were classified into 7 types over the complex number
 field by S. Kondo. G. Martin got a similar classification in characteristic p > 2. In our research,
 we studied Enriques surfaces with finite automorphism group in characteristic 2, and we showed that
  in the case of classical Enriques surfaces they are classified into 8 types and in the case of 
supersingular Enriques surfaces they are classified into 5 types. We also got some new results on 
the K3 surfaces with 9 cusp singularities,  on the Zariski property of supersingular K3 surfaces, 
and on the fiber structures of the  quasi-elliptic surfaces with Kodaira dimension 1.

研究分野：数学（代数幾何学）
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
代数曲面の組織的な研究は19 世紀末のイタリア学派の研究に始まり、複素数体上は小平邦彦による詳細な研究
によってその分類を含む理論が構築された。1977年、BombieriとMumfordは正標数の代数的閉体上の代数曲面の
分類理論を完成させ、標数2のEnriques曲面や準楕円曲面が明確に認識されるようになった。本研究はそれらの
研究に基づき、有限自己同型をもつEnriques曲面の分類に決着をつけたものである。もう一つの研究対象となっ
たK3曲面は、素粒子論で最近用いられている狭義のCalabi-Yau多様体の次元が最も小さい場合であるが、正標数
においてその性質のいくつかを解明した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
(1) 代数曲面の研究は、19 世紀末から 20世紀初頭にかけてのイタリア学派の研究を嚆矢とし、 
複素数体上の場合には、1960 年代に小平邦彦によって詳細な研究がなされ、代数曲面の分類理
論が厳密な理論として完成された。正標数の代数的閉体上の場合には、代数曲面の理論において
も 1950 年代から 1960 年代にかけて複素数体上とは異なる様々な現象が見出されたが、1977 年
に Bombieri と Mumford によって、その分類理論が構築された（②参照）。小平次元に基づいた分
類理論において、小平次元が 0の代数曲面は、Abel 曲面、K3曲面、Enriques 曲面、超楕円曲面
からなる興味深い曲面の類をなしている。Enriques 曲面は標数が 2以外では K3曲面を非分岐被
覆として持ち、このことを利用して様々な性質が調べられていたが、標数 2の場合は状況がかな
り異なることが Bombieri と Mumford によって見出された。実際、彼らは、Enriques 曲面が、特
異、古典的、超特異 Enriques 曲面の３種類に分かれることを示した。有限自己同型群をもつ
Enriques 曲面は、複素数体上の場合は 1980 年代後半に、金銅誠之によって７つの型に分類され
た（④参照）。そこでは、Nikulin や Vinberg による格子理論が重要な役割を演じている。しか
し、正標数の場合には、有限自己同型群をもつ Enriques 曲面の分類問題は、未解決の問題とし
て残されていた。自己同型群の構造についても、向井茂、浪川幸彦、Nikulin、Peters、Dolgachev
等によって様々な研究がなされていたが、正標数の場合には未解決な問題が多く残されていた。 
 
(2) １次元の場合、代数曲線が単有理的であることと有理的であることは同値であり、この事実
はリューローの定理と呼ばれている。定義から有理的であれば単有理的であるが、この逆が成り
立つかという問題は古くから考えられていた。代数曲面の場合、標数 0では単有理な代数曲面が
有理曲面になることは Castelnuovo の有理性判定条件を用いて容易に示せる。しかし、正標数に
おいてこの定理が成り立たない例が 1959 年に Zariski によって見出された（⑥参照）。彼が発見
したのは、有理的ではないが次数が標数 p と一致する純非分離的拡大によって有理曲面になる
曲面であり、このような曲面は Zariski 曲面と呼ばれるようになった。Zariski 曲面をはじめ単
有理曲面を特徴づけようという試みが、Artin、Rudakov、Shafarevich、塩田徹治、島田伊知朗
などによってなされていた。超特異 K3 曲面が単有理曲面であろうという問題は Artin-塩田予想
として正標数の K3 曲面の大きな問題として未解決であり、さらに強く、超特異 K3 曲面がいつ
Zariski 曲面であるかという問題も興味深い問題となっていた。実際、標数 p=2 の場合には超特
異 K3 曲面はすべて Zariski 曲面であることが 1977 年に Rudakov と Shafarevich によって示さ
れている。 
 
(3) 標数が 2でなければ、16 個の A_1 特異点を有する K3 曲面は Kummer 曲面になることは 1970
年代に Nikulin によって示されていた。同様の問題として、9個のカスプ特異点を持つような K3
曲面は、複素数体上では 1990 年初頭に Barth によって研究され（①参照）、Abel 曲面との関係
が明らかにされていた。彼は、2 次元複素ベクトル空間を格子群で割った曲面として Abel 曲面
をとらえ、K3 曲面との関係を調べたが、正標数の代数的閉体上ではこのような方法を用いるこ
とはできず、9 個のカスプ特異点を有する K3 曲面の構造を研究することは未解決問題として残
されていた。 
 
(4) 小平次元が 1 の楕円曲面 X の m 重標準線形系がどのような時に種数１のファイバー空間の
構造を与えるかという問題は 1970 年代に飯高茂によって研究され、解析的な楕円曲面に対して
は mが 86以上であれば小平次元が１の任意の楕円曲面に対してそのような構造を与え、86 がそ
の最小値であることが示されていた（③参照）。1980 年代から 90 年代にかけて、正標数の場合
に対しても上野健爾と研究代表者によって研究され、標数が３以上の場合には m=14 が最小値で
あり、標数 p=2 の場合には m=12 が最小値であることが示されていたが、小平次元が 1の準楕円
曲面に対する同様の問題は未解決問題として残されていた。 
 
２．研究の目的 
(1) 有限自己同型群を持つ Enriques 曲面を任意の標数に対して分類し、このような Enriques 曲
面の分類理論を完成させ、その有限自己同型群の構造を決定することが目的となる。 
 
(2) 超特異 K3 曲面が Zariski 曲面になる場合を調べ、K3 曲面に対し、単有理性、Zariski 性、
超特異性の３者の関係を明確にする。 
 
(3) 正標数において、9個のカスプ特異点を有する K3 曲面の構造を調べ、位数 3の自己同型を
有する Abel 多様体との関係を明確にし、複素数体上で知られている Barth の結果がどこまで成
立するか明らかにする。さらに、そのような K3曲面に対し、正標数特有の現象を見出す。 
 
(4) 小平次元 1 の準楕円曲面に対して、多重標準線形系が種数 1 のファイバー空間の構造を与



える最良の条件を見出すことが目的となる。そのために、与えられた性質を有する準楕円曲面を
構成する手法を見出す。 
 
３．研究の方法 
(1) 代数曲面の理論を駆使して Enriques 曲面の解析を行い、Neron-Severi 群の格子構造に関す
るする Nikulin や Vinberg 等によって得られた代数曲面の自己同型群が有限になる条件を用い
る。Enriques 曲面はすべて種数 1 の曲線のファイバー構造（楕円曲面、または準楕円曲面の構
造）を持つが、その相対 Jacobi 多様体は有理曲面になることが Bombieri と Mumford によって
示されている。また、自己同型群が有限であることから相対 Jacobi 多様体の断面のなす群も有
限になることがわかる。このような楕円曲面は W. Lang によって、準楕円曲面は伊藤浩行によっ
て分類されているので、その分類理論を用いて与えられた性質を有する Enriques 曲面を構成す
る。手法としては、正標数において、Rudakov-Shafarevich によって開発されたベクトル場によ
る商空間構成理論を用いる(⑤参照)。標準被覆が特異点を有しているために conductrix があら
われるが、conductrix は Ekedahl と Shepherd-Barron によって分類されているので、分類の各
類に属する conductrix からスタートして種数 1 のファイバー構造を調べ、我々の Enriques 曲
面の分類がすべてを尽くしていることを示す。 
 
(2) 超特異 Abel 曲面の対合による商空間である Kummer 曲面が Zariski 曲面であるかどうかを 
べるところから始め、それを一般化していく。２個の超特異楕円曲線の商空間として得られる
Kummer 曲面が Artin 不変量 1の K3曲面として特徴付けられることを用い、扱いやすい Artin 不
変量 1の超特異 K3 曲面を構成することによって Zariski 性を調べる。さらに、構造が調べやす
い楕円曲面の形にして解析を進める。 
 
(3) 正標数における Abel 曲面の自己準同型環の構造や代数曲面の理論を用いて、位数３の自己
同型を有する Abel 曲面の商として得られる曲面の構造を解析する。また、曲面の非存在を示す
には格子の構造定理を用いる。 
 
(4) 正標数の代数曲面の交点理論を用いるとともに、Rudakov-Shafarevich によるベクトル場の
商空間の理論を用いて、得られた数値が最良であることを示す準楕円曲面を構成する。 
 
４．研究成果 
(1) 有限自己同型群を持つEnriques曲面は、標数が3以上の場合、および標数2で特異Enriques
曲面の場合には、その後 G. Martin によって、複素数体上の場合とほぼ同様に分類できることが
示された。本研究では、残されていた最も複雑な場合である標数 2の古典的 Enriques 曲面と超
特異 Enriques 曲面の場合の分類を行い、有限自己同型群をもつ Enriques 曲面の nordal 曲線の
configuration による分類を完全に完成させた。具体的には、古典的な場合は 8つの型に、超特
異の場合には５つの型に分類できた。これまで得られていた場合は、出てくる configuration は
複素数体上で現れるものとすべて同じであったが、我々が研究した標数 2の古典的 Enriques 曲
面、超特異 Enriques 曲面の場合は、VII 型以外は複素数体上では現れないものが出現すること
が特筆すべき点である。標数 2の古典的、または超特異 Enriques 曲面の場合には、標準被覆は
特異点を有するが、K3 曲面と同様の不変量を有する K3-like 曲面とよばれる曲面になり、その
被覆は特異点を解消すると K3 曲面ではなく有理曲面になることがある。その結果、準楕円曲面
の構造を持つような Enriques 曲面が存在し、このことが他の標数とは違う現象が現れる原因と
なっている。また、その各類に属する Enriques 曲面の自己同型群の構造も与えた。自己同型群
として、他の標数の場合には現れない四元数群や、位数 11、7 の巡回群が現れる例も構成でき
た。この成果は、１篇目は金銅誠之との、２篇目は金銅誠之と G. Martin との共同研究である
が、本研究課題の最大の成果であり、総計約 100 ページの共著論文として出版された。 
 
(2) 標数 p が 3 以上で 12 を法として 1 でなければ超特殊 Kummer 曲面が Zariski 曲面であるこ
との巧妙な証明を与えた。また、超特殊 Kummer 曲面の Artin 不変量は 1 であるが、Artin 不変
量が 2 や 3 の超特異 K3 曲面にも Zariski 曲面になるものが存在することを示した。p=13 は 12
を法として1であるが、この時にも超特殊Kummer曲面がZariski曲面になることが示せたので、
我々が得た成果は、超特殊 Kummer 曲面が任意の標数 pに対して Zariski 曲面になるという予想
をサポートしている。この研究は M. Schuett との共同研究である。 
 
(3) 複素数体上の場合と同様に、標数 pが 3以外で正の場合も、9個のカスプ特異点をもつ K3 
曲面は、位数 3 の自己同型をもつ Abel 曲面を 3 次被覆に持つことが示せた。その K3 曲面が超
特異であれば、この曲面の Artin 不変量は 1 か、または 2 かつ p が 3 を法として-1 になるか、
のどちらかになるという結果も得た。また、単純な Abel 曲面が平行移動ではない位数 3の自己
同型を持つ時、その商空間は必ず9個のカスプ特異点を有するK3曲面になることも証明できた。
この研究も M. Schuett との共同研究である。 
 
(4) 小平次元が 1の任意の準楕円曲面に対して、p=3 のとき m重標準線形系は mが 6以上の時に



は種数 1のファイバー空間の構造を与えることを示した。また、具体的なベクトル場を見出しそ
れによる商曲面を考えることによって、楕円曲線を底曲線とし特異ファイバーとして１個だけ
順な重複ファイバーを有する準楕円曲面を構成し、m=6 がそのような数値の最小値であることを
示した。これによって、小平次元 1の代数曲面のファイバー空間としての構造が明確になった。 
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