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研究成果の概要（和文）：２橋絡み目に関してこれまで積み上げてきた研究の深化と一般化を目指して研究を行
なった。主な研究成果は以下の通りである。穴開き双曲曲面の測地ray全体が成す空間への写像類群の作用の(a.
e.)遊走性の証明（Brian Bowditchとの共同研究）。双曲交代絡み目補空間のThurston-Yokota分解の辺のホモト
ピー非自性の証明（横田佳之との共同研究）。3次元双曲空間上の2つの放物的変換が生成する自由でない離散群
の完全な決定（秋吉宏尚，大鹿健一，John Parker, 吉田はんとの共同研究）および，それらの群の放物的生成
対の完全な決定（相見俊介，Donghi Lee，坂井駿介との共同研究）。

研究成果の概要（英文）：The main purpose of this research project is to extend and deepen the 
results which the PI  had obtained through a series of joint works with Hirotaka Akiyoshi, Masaaki 
Wada and Yasushi Yamashita and through a successive series of joint works with Donghi Lee. The main 
results obtained by this research project are the following.  For a punctured hyperbolic surface, 
the action of the mapping class group on the space of the geodesic rays emanating from the puncture 
is almost everywhere wandering (joint work with Brian Bowditch). Proof of the homotopical 
nontriviality of the edges of Yokota-Thurston decompositions of hyperbolic alternating links (joint 
work with Yoshiyuki Yokota). Classification of non-free Kleinian groups generated by two parabolic 
transformations (joint work with Hirotaka Akiyoshi, Ken’ichi Ohshika, John Parker and Han Yoshida),
 and classification of parabolic generating pairs of such groups (joint work with Shunsuke Aimi, 
Donghi Lee and Shunsuke Sakai).

研究分野： 幾何学

キーワード： ２橋結び目　クライン群　双曲構造　ヘガード分解　写像類群　双曲結び目　放物変換　測地線
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研究成果の学術的意義や社会的意義
２橋絡み目は非常に特殊であるが極めて重要な研究対象である。研究代表者は秋吉宏尚，和田昌昭，山下靖との
一連の共同研究，及びそれに続く Donghi Lee との一連の共同研究により，２橋絡み目の幾何構造に関する研究
成果を積み上げてきた。２橋結び目に関するこれらの研究成果がどこまで一般的状況で成り立つかという問題
は，極めて自然な問題である。科研費の援助を得て，この方向で，自分なりに納得できる研究成果を達成できた
ことを深く感謝している。この自然な問題に対して一定の研究成果を収めた本研究は，客観的に見ても学術的意
味と社会的意義を持つと考える。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
秋吉宏尚，和田正昭，山下靖，研究代表者による共同研究で，１点穴あきトーラス群に関する
Jorgensen 理論を確立し，その拡張により２橋絡み目の双曲構造が自然に理解できることを示
唆していた。この研究は，Ian Agol が Bolyai conference における講演でアナウンスした，2
つの放物変換で生成される自由でないクライン群の分類定理およびその放物的生成対の分類定
理と密接に関係するため，研究代表者は Agol と断続的に連絡をとっていた。しかしながら，
Agol は結局証明を発表しなかった。また上述の研究から，２橋絡み目の双曲構造と橋構造に関
する様々な予想が自然に生まれていたが，その予想の核心部分（の一部）は Donghi Lee と研究
代表者の一連の共同研究により，完全に解決されていた。Agol のアナウンスの証明が待ち望ま
れると同時に，２橋結び目に関する上記の研究成果を深化させ一般化させることが重要課題と
して浮かび上がっていた。また，Gaven Martin との討論を通して 2つの放物変換で生成される
クライン群が作る空間には網目構造と呼ぶべき構造があるのではないかという萌芽的アイデア
が生まれていた。 
 
２．研究の目的 
２橋結び目に関する研究成果を深化・拡張することにより，３次元多様体の幾何構造と組み合わ
せ構造の関係および「３次元多様体の空間」への理解を深めることが目的である。 
 
３．研究の方法 
３次元多様体論は数学の様々な分野と密接に絡み合っており，その研究には，一つの視点から深
く掘り下げると同時に，多角的な視点から見ることが大切である。一人だけで悩まずに，様々な
研究者と交流することにより，位相的観点，幾何的観点，代数的観点，力学系的観点を取り入れ，
発想を膨らますことを常に考えながら研究に取り組んだ。 
 
４．研究成果 
本研究で得た主な研究成果は以下の通りである。 
 
穴開き双曲曲面の測地 ray 全体が成す空間への写像類群の作用の研究（Brian Bowditch との共
同研究）：一つのカスプを持つ有限面積完備双曲曲面に対して，カスプから出る測地 ray 全体の
空間 Rに曲面の写像類群は自然に作用する。この作用は，Bowditch による双曲的穴あきトーラ
ス束に対する McShane の等式の類似，及び秋吉宏尚，宮地秀樹，研究代表者による，一般の双曲
的穴あき曲面束に対する McShane の等式の類似において重要な役割を果たしている。本研究で
は，その作用が殆ど至る所で遊走的であることを証明した。そのために，まず Bowditch の相対
双曲群の無限遠境界に関する理論を用いて，上記の作用が双曲構造に寄らずに自然に定まるこ
とを示した上で，以下の結果を証明した。曲面の任意の完備双曲構造が定める R上のユークリッ
ド距離に関して，この作用の非遊走部分集合のハウスドルフ次元は 1より真に小さい。これは，
Masur により示された写像類群の射影的測度つき葉層構造空間への作用のエルゴード性と明確
な対照をなしている。 
 
双曲交代絡み目補空間の Thurston-Yokota 分解に関する研究（横田佳之との共同研究）：Dylan 
Thurston と横田佳之による双曲結び目に対する体積予想証明へのアプローチ において，結び目
図式から自然に構成できる結び目補空間の位相的理想単体分割（Thurston-Yokota 分解）が重要
な役割を果たす。そのためこの分割が幾何的なものであるかどうかが重要な問題になる。本研究
では，双曲的交代絡み目に対しては，Thurston-Yokota 分解の全ての辺はホモトピー的に非自明
であり，従って測地線にホモトピックであることを証明した。この結果は，上記の問題に対する
（従って体積予想に対する）着実な進展であると考える。証明は，Aitchison が与えた双曲的交
代絡み目の非正曲率立方体分割に基づいている。 
 
２元生成 non-Hopfian 群の無限族の構成（Donghi Lee との共同研究）：幾何的群論における最
も重要な問題の一つとして任意の有限生成双曲群は剰余有限か，という問題がある。一方，群が
剰余有限であるなら Hopfian（即ち任意の全射自己準同型は同型）である。このことに動機付け
られて，本研究では，双曲２橋結び目群を用いて，次の条件を満たす２元生成 non-Hopfian 群
の無限族を構成した。条件：2 つの元からなる生成系と無限個の２橋結び目群の Riley 関係式か
らなる群表示を持ち，それは small cancelation 条件 C(4),T(4)を満たす。 
 
自由周期 2を持つ素なアキラル結び目の無限族の構成（Luisa Paoluzzi との共同研究）：1987 年
に研究代表者が発表した論文「Non-free periodicity of amphicheiral hyperbolic knots」に
おいて，双曲アキラル結び目は自由周期を持たないこと，素なアキラル結び目は 3以上の自由周
期を持たないことが示され，「自由周期 2 を持つ素なアキラル結び目は存在するか」という未解
決問題が提案されていた。本研究では，そのような結び目の様々な無限族を構成することにより，
この長年の未解決問題を解決した。更に，そのような結び目が持つ諸性質を明らかにした。 
 
2 つの放物変換で生成される自由でないクライン群の分類（秋吉宏尚，大鹿健一，John Parker, 



吉田はんとの共同研究）およびその放物的生成対の分類（相見俊介，Donghi Lee，坂井駿介との
共同研究）： Agol は 2002 年に Budapest における Bolyai conference において「The 
classification of non-free 2-parabolic generator Kleinian groups」という題目で講演を
行い，2つの放物変換で生成される自由でないクライン群の分類，およびその放物的生成対の分
類をアナウンスした。この研究成果は，当時進行中であった，秋吉，和田，山下との共同研究と
密接に関係するため，噂を聞いて直ぐに Agol から講演スライドを入手すると同時に，進行途中
であった我々の研究を連絡したところ，同じ年の AMS meeting での講演では，我々の研究に言
及してくれた．しかしながら，Agol はその証明を発表しなかった。そこで,Agol の勧めもあり， 
このアナウンスに証明をつけることを目標とした共同研究を開始し，最終年度終盤になってよ
うやく完全な証明を与えるのに成功した。この証明をまとめた２編の論文は，arXiv に投稿し
（arXiv:2001.09564, arXiv:2001.11662），現在，専門誌で査読中である。幸いにもこの研究は
多くの研究者の関心を引き，2010 年 2 月に Oberwolfach で開催されて研究集会において最終講
演者として発表する機会を与えていただいた。この研究成果は，2つの放物変換で生成されるク
ライン群が作る空間の網目構造の証明への大きなステップである。 
 
2 つの放物変換で生成されるクライン群が作る空間の網目構造の研究（秋吉宏尚との進行中の共
同研究）：Gaven Martin との討論を通して生まれていた 2つの放物変換で生成されるクライン
群が作る空間の網目構造の萌芽的アイデアを，John Parker との討論，そして秋吉宏尚との共同
研究を通して，ある双曲絡み目の族の双曲的 Dehn 手術空間と関係づけることにより具体的な予
想として定式化し，コンピュータ実験により，部分的に検証を行なった。この研究を 
Warwick,Melbourne，St. Petersburg および Oberwolfach における研究集会で発表したところ，
多くの研究者が関心を持ってくれ,特に Francois Gueritaud とは突っ込んだ議論を行った。予
想の証明のためにはまだまだ解明しなくてはならないことが沢山あるが，研究代表者のライフ
ワークとして取り組みたい。 
 
ヘガード曲面の「モノドロミー群」の研究（古宇田悠哉との進行中の共同研究）：２橋絡み目に
関する Donghi Lee との一連の共同研究，およびそれに関連する大鹿健一との共同研究に動機付
けられて，ヘガード曲面に対して「モノドロミー群」と呼ぶ（ヘガード曲面の）写像類群の部分
群を定義した。Lee との一連の共同研究により，２橋絡み目の２橋曲面のモノドロミー群に対し
ては様々な良い性質があることがわかっており，一般のヘガード曲面に対してその性質がどこ
まで成立するか調べることは重要な研究課題である。本研究では，その中の一つの課題「自然に
定まるモノドロミー群の部分群とモノドロミー群の間にはどのような差があるか？」に対して
部分的な解答を与えた。この群に関しては，解明されるべき沢山の研究課題が待っている。 
 
サーベイの執筆：Thurston の仕事の結び目理論への影響に関する執筆の依頼を受けたため，「A 
survey of the impact of Thurston’s work on knot theory」と題するサーベイを執筆した。
Thurston の影響はあまりに大きすぎて執筆には多大なエネルギーと時間を必要としたが，
Thurston が登場した頃に大学院生として結び目理論の勉強を開始した研究代表者が Thurston
の仕事からから受けたショックを前面に打ち出して，また多くの方々の協力を仰いでなんとか
完成にこぎつけた。幸いレフェリーには「It brings the fascinating view point of an 
acknowledged expert in knot theory. （中略） It is well written and organized, and it 
is really interesting.」と褒めていただいて苦労が報われる思いがした。これは厳密には研究
成果に入れるべきものではないと思うが，自分の視点を明確に打ち出したという意味で，ここに
収録させていただいた。なお，本サーベイは，論文集「In tradition of Thurston」（編集者：
Vincent Alberge, Athanase Papadopoulos, Ken’ichi Ohshika）より出版予定である。 
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