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研究成果の概要（和文）：本研究は，数学基礎論の新しい不完全性現象を解明することにより，「証明」のダイ
ナミズムについて多元的な知見を得ることを目的とする．研究開始当初の背景には，定理に挿入するパラメータ
の変化によって証明可能性と不可能性の相転移が生じる現象の発見や，通常の公理系で証明できない無限ゲーム
の決定性などの超臨界命題の研究の深化があった．研究期間の前半では５つの小課題に分けて研究を進め，後半
は次の３つの小テーマに組み替えて成果を整理した．(１) 逆数学と超準的手法．(２) 開ゲームとWeihrauch 次
数．(３) ランダム決定木のクエリ複雑さ．

研究成果の概要（英文）：The purpose of this study is to obtain multidimensional perspectives on the 
dynamism of "proof" by elucidating new incompleteness phenomena in the fundations of mathematics, e.
g. the phase transition between provability and unprovability induced by parameters inserted in 
theorems, and supercritical propositions such as the determinacy of infinite games which cannot be 
proved by ordinary axioms.
During the first half of the plan, we proceeded the research in five sub-themes. In the latter half,
 we rearranged into the following three sub-themes and obtained remarkable results. (1) Reverse 
mathematics and non-standard methods. (2) Open game and Weihrauch degrees. (3) Query complexity of 
random decision trees.

研究分野： 数学基礎論

キーワード： 逆数学　証明論　計算可能性理論　超準モデル　ゲームの決定性　ランダム決定木

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
毎年５０名程度の国際研究集会CTFMおよび種々の勉強会を開催した．第一線の研究者を海外から招いて本研究の
進捗について随時アドバイスを得るとともに、若手研究者が国際舞台に立つ後押しをした．この間，数学基礎論
を専門とする３人の博士と１０人強の修士を指導した．そして，本研究の成果を踏まえて，教科書『数学基礎論
序説』(裳華房 2019)と『計算理論と数理論理学』(共立出版 2022)を上梓し，また関連の論文を集めた
『Computability Theory and Foundations of Mathematics』(World Scientific 2022)を編纂した．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
研究代表者は，数学の様々な基本定理に対してそれらを証明するのに必要十分な公理(系)を探査
する逆数学プログラムに長年携わってきた．近年，A. Weiermann が逆数学に関連する研究とし
て，定理に挿入するパラメータの変化によって証明可能性と不可能性の相転移が生じるという
現象を発見し，彼の下で博士課程を修了した Pelupessy が代表者らとの共同研究のために学振
研究員として来日した．また，代表者が先鞭をつけた無限ゲームの決定性に関する超臨界性の研
究を Montalban と Shore が大きく発展させた．本研究の目的は，それらの不完全性現象の発見
と探求を動機として，「証明」のダイナミズムについて多元的な知見を得ることにある． 
 
当初，研究代表者と研究室の学生は，Pelupessy らと協力して Paris-Harrington の種々の変形
について分析を行った．また，代表者らは，ゲームの決定性（必勝法の存在）について，ヨーロ
ッパの計算機科学系の研究と結合する独自の方向性を模索し，かつ Blackwell ゲームへの発展
を目指しながら，その特殊ケースであるランダム決定木について研究を進めた．そのような研究
を端緒として，「証明」に関する多角的研究を行う計画を立てた． 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究は，数学基礎論の新しい不完全性現象を解明することにより，「証明」のダイナミズムに
ついて多元的な知見を得ることを目的とする．大きな理念は次の３つである．1. Enayat と Wang
が開発した強制法の翻訳を用いて，指標関数を用いた保存性証明から具体的な証明の書き換え
手続きを与え，Ramsey の定理や採集原理を用いた証明を帰納法公理のみを用いた証明に多項式
サイズで変換する手続きを開発する．2. 無限ゲームの決定性（必勝法の存在）は，通常の体系
で真偽が判定できない超臨界命題の代表である．開ゲームの決定性などを Weihrauch 束を用
いて分析し，異なる原理に分裂する．3. ゲームの超臨界性が研究される一方，ゲームの動作の
定義を制限することで，決定性が計算可能になる場合もわかってきたので，この結果を精密化し
μ計算との関係を調べる． 
 
数理論理学は，我が国では研究者があまり多い分野ではないが，代表者の研究室には，ヨーロッ
パからの学振 PD が２名と，留学生も常時複数滞在していて，将来を担うユニバーサルな人材を
育成する環境が整っており，世界の同業研究者からの評価も高い．しかし，さらなる発展のため
にはもっと広く社会の理解を得ておく必要があると認識し，そのため大学外でも一般向けの講
演を行ったり、商業誌に解説記事を書いたり，入門書を出版したりすることも研究の一環と位置
づけて真剣に取り組む． 
 
 
３．研究の方法 
 
研究計画の前半は，次の５つの小課題に分けて研究を進め，後半では研究成果が明確に示せるよ
うに，課題間の関係を再検討して研究結果を整理する． 
1. 証明可能性の相転移．代表者の研究室の学生と Pelupessy は，Paris-Harrington の定理など
にパラメタを挿入した命題について証明論的強さを調べる．2. 逆数学と超準的手法．体系 WKLo
に対し自己埋め込み定理を応用した代表者の超準的方法は，そのまま他の体系に一般化できな
い．最近 Enayat と Wang は，Avigad による強制法の翻訳を用いた新技術を開発した．これによ
り，指標関数を用いた保存性証明から具体的な証明の書き換え手続きを得る見通しが立ち，
Ramsey の定理や採集原理を用いた証明を変換する方法も可能になった．3. 超臨界命題．無限ゲ
ームの決定性（必勝法の存在）は，通常の体系で真偽が判定できない超臨界命題の代表であり，
近年米国で高階逆数学による分析結果が多く得られている．それらの仕事と，ヨーロッパで盛ん
なモデル検査の技法を融合する．4. 乱択計算における Yao の原理は，どんな乱択アルゴリズム
も，最悪の入力分布に対しては，決定性アルゴリズムの期待値よりも効率良くならないことを示
すものである．より一般的な木構造や重み付きの木に対する乱択クエリ複雑性について検討す
る．5. 旧来の逆数学と構成的逆数学を統合する視点において，定理の一様計算可能性を測定す
る道具である Weihrauch 束が有用であり，開ゲームの決定性，完全集合定理などを Weihrauch 
束を用いて分析する． 
 
 
 
４．研究成果 



 
以下のような３つのテーマに組み替えて，研究結果を整理した． 
１．逆数学と超準的手法．分担者の横山らは，超準モデル理論における Paris らの指標関数の
手法を拡張し，そこに証明論における Ketonen/Solovay による順序数解析手法，再帰理論にお
ける Cholak/Jockusch/Slaman らの Mathias 強制法を組み入れることで，2 次元 Ramsey の定理
を特徴付ける関数のクラスが原始再帰的関数のクラスと一致することを示した．この融合手法
を応用して，さらに多くの組み合わせ命題の証明論的強さを調べた．また，Enayat と Wang によ
る Avigad の強制法を応用する技法を用い，Ramsey の定理や採集原理を用いた証明を帰納法公理
のみを用いた証明に多項式サイズで変換できることを示した． 
２．Weihrauch 次数と開ゲーム．分担者の木原らは，２階算術における算術的超限再帰 (ATR) 周
辺に相応する Weihrauch 次数の理論を整備し，この文脈で ATR, Σ^1_1-選択公理, Σ^1_1-従
属選択公理などがどのような関係になるかの調査を行った. また，Stillwell の提示していた
領域不変性定理の逆数学の問題に解決を与えた． 
３．代表者らは，ランダム決定木に対する決定性アルゴリズムによる最小クエリコストを最大化
する入力確率分布（固有分布）を様々な状況で特定する研究を行い，AND-OR 均整木(多分岐)に
おいて固有独立分布(ID)は独立同分布(IID)になることを証明した．その結果をさらに非均整木
に一般化する結果を得た．量子決定木の複雑さを特定する研究に向けて，測定ベースの量子計算
に関する研究も行った． 
 
本研究の成果の発表および討論の場として，ほぼ毎年５０名程度の国際研究集会 CTFM および
種々の勉強会を開催した．とくに，2019 年 3 月に中国の武漢理工大学で開催した CTFM 2019 は，
本研究の総合報告会を兼ねていて，そこでの発表・討論の話題から特に出版する価値のある結果
を選んで，2019 年度中に論文集を出版する予定であった．しかし，新型コロナ・ウィルスの蔓
延 に よ り ， 編 集 会 議 は 順 延 を 繰 り 返 し ， 漸 く 2022 年 夏 の 出 版 が 決 ま っ た ．
https://doi.org/10.1142/12917 
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