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研究成果の概要（和文）：偏微分方程式の係数を解の限定されたデータで決定する係数決定逆問題の数学解析と
応用を研究対象とした。主な課題は以下であった：（Ａ） 楕円型方程式の係数決定逆問題. (Ｂ）リーマン多様
体におけるリーマン計量決定逆問題.（Ｃ） 流体力学におけるさまざまな非定常方程式の係数決定逆問題.
（Ｄ） 非整数階偏微分方程式の係数決定逆問題.（Ｅ） 諸科学技術分野からの課題提起：包括的な数学解析手
法の開発を現場との課題と関連づけて遂行した。

研究成果の概要（英文）：We studied mathematical analysis and applications of coefficient inverse 
problems which are the determination of coefficients in partial differential equations by incomplete
 data of solutions. Our main subjects were: (A) inverse boundary value problems (B) determination of
 Riemannian metrics (C) inverse problems for non-Newtonian fluids (D) inverse problems for anomalous
 diffusion (E) Solving real-world inverse problems. We aimed at developing comprehensive  
mathematical methods for these inverse problems.

研究分野：応用解析、偏微分方程式論

キーワード： 逆問題　安定性・一意性　係数決定　境界値逆問題　リーマン計量決定　複雑流体　非整数階偏微分方
程式　産業数学

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
学術的意義：さまざまな現象と直結した逆問題の数学解析を一気に推進して、国際規準となる成果群を確立し、
今後の多様な研究の進展の基礎を構築した。数学分野において逆問題という研究領域を拡大し若手の研究者人口
を増大させた。社会的意義：環境予測、感染拡大の予測など喫緊の課題の解決において現象を支配するパラメー
タの決定とそれに基づくシミュレーションという逆問題を組み込んだ方法論の重要性への社会的認知度を、数学
解析の成果を通じて広め、さらに産業界からの逆問題的手法の注目度を高めた。その結果、産業界において数学
的手法の現場での活用への要求が増大した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
背景をなす大きな要素として以下の 2点を述べる： 

a. 「順問題と逆問題の数学解析の乖離」があった。 
 偏微分方程式の逆問題とは、係数などを解の予測値などに関連する観測データから推定・決
定する問題と表現できる。一方で、逆問題と対比される順問題は、偏微分方程式に適切な境界
値や初期値をつけて解を求める問題であり、現象論からは予測値を求めることに対応する。い
わゆる順問題は、将来予測のシミュレーションに直結することから研究が大いに進展している。
順問題解決のためには、偏微分方程式の係数を適切に選ぶことが不可欠なことはいうまでもな
い。しかしながら、偏微分方程式の「解を求める」順問題においては、順問題の解法自体に関
する周到かつ精緻な研究とは裏腹に、逆問題への配慮が乏しいあまり係数などのパラメータの
設定が、単に定性的なものであり、極端な場合には現象との注意深い比較なしに場当たり的に
パラメータ設定がなされていることがしばしばある。このような理由で、将来予測などの順問
題のシミュレーションの結果の信頼性が十全に担保されているとは言い難い場合が一再ならず
ある。 
 さらに逆問題の数学解析の従来型の研究も、後述する逆問題の不安定性、非一意性などの非
適切性といった病理的な側面を重視するあまりに、順問題にどのように役立たせるのかという
観点が希薄であった。これが「順問題と逆問題の数学解析の乖離」である。 
b. 多くの逆問題には、特有の不安定性がある。すなわち、データの微小変動に対して大
きく変化してしまう。そのような不安定性の考慮なしに、順問題を解き、将来予測や制御など
の考察をしても、信頼性のある結果は得られない。順問題を考える際には係数などのパラメー
タ決定などの不安定性を考慮する必要がある。このことは感染症や環境汚染などの予測をする
際に現象を支配する係数などが自動的に決まるものではなく、逆問題を定量的に解くなどして
そのようなパラメータの信頼性のある推定をしてはじめて計算が進むことを考えればただちに
理解できる。 
次に研究開始当初の逆問題研究の我が国を巡る状況を述べる。 順問題に比べると、我が国
では逆問題の数学解析の研究は手薄であった。一方、ラブレンチェフなどによるロシア学派で
は、古典的偏微分方程式論によって逆問題の数学理論が深く研究されてきた。ソ連体制下では
研究成果が国際的に認知されにくく、共同研究が進展する機会は少なかった一方で、我が国に
関しては 1990 年から研究代表者や分担者を中心として旧ソ連邦の研究者との研究交流が欧米
に先んじて活発化し、旧ソ連邦における逆問題の数学研究の成果の受容と共同研究が一気に進
んだ。1991 年のソ連・ノボシビルスクでの日ソ逆問題の研究集会以来、研究者の日本への招
聘及び逆問題の研究集会を開催してきた。そのような情勢の下で、わが国では順問題研究の伝
統も活かした西側諸国とは異なる独特の逆問題の理論研究がなされてきた。さらにロシアだけ
でなく欧米諸国とも連携して逆問題研究を急速に発展させ、研究代表者ならびに研究分担者は
係数決定逆問題の数学では世界をリードする研究者として広く認知されている。研究代表者は、
逆問題の国際学術誌の編集委員や今や世界各地で数多く開催されている逆問題の国際会議の組
織委員を務めており、逆問題研究の中心であるソボレフ数学研究所から顕著な業績をあげた数
学者に送られる金メダルを授与されるなど逆問題研究者として国際的な認知度が高い。さらに
逆問題をコアとする産学連携活動を 2000 年以来行い、逆問題のいくつかの解の再構成法は実
用化された。しかしながら、逆問題の数学解析に特化した大型の科学研究費による研究は皆無
で若手の育成がうまく進まず、逆問題解析が必要とされる工学分野や医学分野などの異分野と
の連携活動の組織化も限定であり、せっかく蓄積されている数学の知見を活かすことが十分に
できなかった。 
 
２．研究の目的 
基本的な目的は、１．「研究開始当初の背景」で述べたような「順問題と逆問題の数学解析の
乖離」の状況を打破し、順問題・逆問題双方のため逆問題の数学解析を推し進めることであっ
た。一方で、偏微分方程式の逆問題は多様である。そこで、重要でありその解決が他の逆問題
研究のブレークスルーをもたらすと期待できる以下の係数逆問題に焦点を絞り、これまで個別
的になされてきた係数決定逆問題の数学研究を統一的に行い、若手人材の育成と異分野からの
ニーズに答え、数学解析を一層充実させていくことを計画した： 
（Ａ）楕円型方程式の係数決定逆問題、特に境界値逆問題における一意性のための解の観測の
空間的な条件の緩和：楕円方程式などの定常問題を記述する方程式の係数決定逆問題としては
ディリクレ・ノイマン写像による境界値逆問題が代表的である。境界において可能なすべての
ディリクレ・データに対応する解を考えて、そのノイマン・データを観測することによって偏
微分方程式の係数を決定するものである。この定式化は例えば医学診断における電気インピー
ダンス・トモグラフィーなどの理論的基礎となり、工学など幅広い分野で検知・検査技術の基
礎となっている。カルデロンによる定式化以来、多くの数学的成果が挙げられてきた。例えば 
1987 年の Sylvester-Uhlmann による一意性など夥しい研究がなされ、またリーマン計量決



定、スペクトル逆問題や弾性波の伝播速度を表面の点と点の間に地震波が伝わる時間によって
決定する地震学における問題など多様な逆問題と深く関連して研究がなされている。従来の論
文では全境界でディリクレ・データとノイマン・データを考えており、勝手に固定された部分
境界にディリクレ・データの台が制限された解を考えて、同じ部分境界でノイマン・データを
観測する部分コーシー・データによる境界値逆問題における一意性の研究は近年始まった。研
究代表者は 2010 年に 2次元の場合にいくらでも小さな部分境界にコーシー・データを制限し
ても 2 次元の楕円型方程式の係数の１つは一意的に決定できるという最良の結果を出版し
（Imanuvilov-Uhlmann-Yamamoto 2010）、ブレークスルーを成し遂げた。本研究では次の２
つの課題に取り組んだ：(i) 3次元以上への拡張 (ii) ディリクレ・データとノイマン・データを
考える部分境界を勝手な組み合わせで一意性を証明していった。 
（Ｂ）リーマン多様体におけるリーマン計量決定逆問題：リーマン計量を境界上の点の対の測
地線距離によって決定する問題はリーマン幾何学における剛性の問題と関連しM. Gromov ら
によって研究されてきた。リーマン計量決定逆問題は (A)で考えた境界値逆問題と密接に関連
しており、(A) の成果により従来の結果を改良できることが期待される。 
（Ｃ） 流体力学におけるさまざまな非定常方程式の係数決定逆問題：非圧縮性流体における
Navier-Stokes 方程式や圧縮性流体の方程式の粘性係数などを有限回の境界観測によって決
定する逆問題について研究代表者らが開発した手法（例えば Yamamoto 2009）で最良の安定
性を証明した。 
（Ｄ）非整数階偏微分方程式の係数決定逆問題：非均質媒質における拡散現象のモデル方程式
として時間または空間変数に関して非整数階の微分を含む方程式が有効であることが認知され
てきた。非整数階の微分自体は古くから研究されてきたが、偏微分方程式と結びつけての研究
は最近始まったばかりである。対応する係数決定逆問題の研究を行った。 
（Ｅ）諸科学技術分野からの課題提起と応用：逆問題は応用分野と密接に関わっている。そこ
でそのような課題提起をうけて、その数学的基礎付けを行った。工学分野や産業現場での多様
な現象を係数決定逆問題として定式化して現場の課題の類例をみない新しい解法を編み出した。 
 
３．研究の方法 
 主要な係数決定逆問題は (A) 楕円型方程式の係数決定逆問題 (B) リーマン多様体における
リーマン計量決定逆問題 (C) 流体力学におけるさまざまな方程式の係数決定逆問題 (D)非整
数階偏微分方程式の係数決定逆問題の４つであり、その解析学の確立を目指して以下のような
分担で研究を行った： 
(A)：山本、中村玄、(B)：山本、磯崎、(C)：山本、中村玄、(D)：山本 
また、異分野連携に関して理論的な成果の現実の問題への応用のために  
(E): 諸科学技術分野からの課題の取り込みとその解決に取り組んでいくが、これは山本、羽田
野祐子が担当した。 
課題(A) は非破壊検査やプロセス内部のモニタリング、課題(B)は弾性波を使用したエラスト・
トモグラフィなどの次世代の医用診や工業技術における弾性波による診断技術、課題(C)は流体
工学などにおける設計や制御などで数学解析が要求されている。課題(D)は汚染物質の大気、土
壌中の拡散のより信頼度の高いシミュレーションのためのパラメータ決定などで必要不可欠な
逆問題であり、これらの応用分野への応用が課題(E) が目指すものであり、そのような応用を
通じて数学理論のポリッシュアップや一層の深化を図った。 
研究代表者、研究分担者は逆問題の数学解析の世界的な研究者であり、海外での研究生活の
経験があり、欧米、ロシア、中国などに多くの共同研究者をもち、広範な研究を現在も活発に
続けている。逆問題の数学解析の分野では世界的な研究動向の中心にあり、最新の研究成果に
も精通しリアルタイムで共同研究に取り入れ研究を遂行した。そのような研究代表者・分担者
の国際的な共同研究者のネットワークを活用して、国際的かつ階層的な分業体制で上記の課題
に取り組んだ。 
さらに、「順問題と逆問題の数学解析の乖離」の打破のために、現場からの課題の吸い上げと
開発した手法の現場への応用よいう視点も常に保持した。そのため、課題（Ｅ）について特に
異分野や産業界から、計画進行に応じて随時、サーベイを受けた。 
 
４．研究成果 
成果の指標として、実質的な研究実施期間に出版された本研究関連の研究代表者・分担者に
よる査読付きの主要な英文論文数は 100 点を超えており、専門書の出版も英文が 4点あるが、 
これらは研究成果報告書の「主な発表論文等」の中の「雑誌論文」の項目にリストアップされ
ている。本研究の主要課題に絞っても研究対象たる逆問題は多様であり、出版論文の主題も多
岐にわたっており細部は記述しないが、主要課題（Ａ）－（Ｅ）に分類される。さらに各論文
で報告されている研究成果は全てが完結しているものではなく、現在も研究が継続、発展して
いる。全般的に述べると以下の通りである： 
（１） 偏微分方程式の係数決定逆問題の数学解析に関して包括的に研究を遂行し、一意性な
らびに安定性を確立した。次の項目（４）でこれについて、ややくわしく述べる。 
（２） それらの個別的な研究を通じて、逆問題の数学解析における方法論も刷新し、今後の
革新的な研究を可能にする基礎を構築した。本節末尾の＜引用文献＞の「図書」の[2] - [5]



が具体的な成果物である。 
（３） 課題（Ｅ）に関して、アウトリーチ活動も行った。その１つとして以下の録画配信を
している： 
羽田野祐子 令和 3年度科学技術週間 https://scpj.tsukuba.ac.jp/news/210315.php 「放射性
物質の「動態」を研究するセシウムの大気中濃度の変化」録画配信 2021 年 4月 
（４） 研究計画を遂行するなかで、下記の主要課題（Ａ）－（Ｅ）それぞれの中で閉じた形
で研究をするよりも他課題と統合したりミッションを置き換えたりするほうが有利であること
が判明した点もあるが、整理の都合上、下記の課題ごとに重点を置いて研究成果を述べる： 
（Ａ） 楕円型方程式の係数決定逆問題 
（Ｂ）リーマン多様体におけるリーマン計量決定逆問題 
（Ｃ） 流体力学におけるさまざまな非定常方程式の係数決定逆問題 
（Ｄ） 非整数階偏微分方程式の係数決定逆問題 
（Ｅ） 諸科学技術分野からの逆問題の課題提起と応用 
なお、本研究計画による出版物は査読付きの論文だけでも 90点以上になるので、本節末尾の＜
引用文献＞の〔雑誌論文〕において主要な出版物にのみ限定したうえで、それらに関連付けて
ごく簡単な記述にとどめる。 
課題（Ａ） 
本節末尾の＜引用文献＞の〔雑誌論文〕の [3], [9] として出版した。 
また、境界値逆問題における観測データ（Dirichlet-to-Neumann map や測地線距離） は、課
題（Ｃ）における基本的な定式化である非定常方程式の係数決定逆問題の観測データと同値で
あることを証明した論文に着目した: A. Katchalov, Y.Kurylev, M. Lassas, N. Mandache, 
Equivalence of time-domain inverse problems and boundary spectral problems, Inverse 
Problems 29 (2004) 419-436. 課題（Ａ）、（Ｂ）を課題（Ｃ）経由で解決する別の道が開けた
と考えており、課題（Ｃ）の遂行とともに（Ａ），（Ｂ）の研究も加速化させ拡大させている。 
課題（Ｂ） 
本節末尾の＜引用文献＞〔雑誌論文〕の[11] で線型化問題について一意性を解決した。線型化
しない場合ならびに一般化した場合の一意性についても研究を拡張し、継続している。 
課題（Ｃ） 
本節末尾の＜引用文献＞〔雑誌論文〕の[1], [2], [10]： 粘弾性体に関連した積分偏微分方程
式に対する係数決定逆問題を考察し、その一意性、安定性を確立した。 
非ニュートン流体に関連した支配方程式は Navier-Stokes 方程式や保存則などの方程式が連
立されたシステムであるが、それらの構成要素の方程式に対して Carleman 評価などの基礎を
確立し、逆問題の一意性、安定性を確立した。さらに本節末尾の＜引用文献＞〔図書〕の [5] で、
課題（Ｃ）の基礎となる Carleman 評価による逆問題解析手法を包括的に公表し、本計画事業
の発展と共に若手研究者の効率的な研究手法の習得に役立てようとしている。課題（Ｃ）にお
ける基本的な方法論は 1981 年の Bukhgeim-Klibanov によるカーレマン評価に基づくものであ
り、その後夥しい量の研究がなされている。上記の図書[5] もその線に沿った解説であるが、
本研究遂行中に、既存の方法論を大幅に単純化し改良したアプローチを見出すことができた。
これは本節末尾の＜引用文献＞〔雑誌論文〕の[5] として公表した。この改良された手法によ
り議論が大幅に簡潔なものとなり課題（Ｃ）について今後、一層の研究が迅速に進むものと判
断している。 
課題（Ｄ） 
一例であるが、本節末尾の＜引用文献＞〔雑誌論文〕の[4] で非整数階偏微分方程式論の本質
的な性質を明らかにした。古典的な拡散方程式や波動方程式と決定的に異なる時間逆向きの特
異拡散の可逆性についての基本性質を証明した。このような時間逆向き逆問題を含むきわめて
多様な逆問題を多重または積分形の連続分布をもつ時間非整数階項を持つ拡散・波動方程式に
も拡張して数学解析の成果をおさめた。さらに研究を展開中である。 
非整数階偏微分方程式の逆問題については非整数階解析学・微分方程式についての代表的な研
究者のグループが編さん・執筆した 8巻本のハンドブックのなかで、逆問題のサーベイの 3つ
の章を執筆した： 
[a] Li, Zhiyuan and Yamamoto, Masahiro, ''Inverse problems of determining coefficients 
of the fractional partial differential equations", Handbook of fractional calculus with 
applications. Vol. 2, pp.443-464, De Gruyter, Berlin, 2019.  
[b] Li, Zhiyuan, Liu, Yikan, and Yamamoto, Masahiro, ''Inverse problems of determining 
parameters of the fractional partial differential equations", Handbook of fractional 
calculus with applications. Vol. 2, pp. 431-442, De Gruyter, Berlin, 2019.   
[c] Liu, Yikan, Li, Zhiyuan, and Yamamoto, Masahiro, ''Inverse problems of determining 
sources of the fractional partial differential equations", Handbook of fractional 
calculus with applications. Vol. 2, pp. 411-429, De Gruyter, Berlin, 2019.   
これらが総計 4000 ページあまりのハンドブック中の唯一の逆問題の解説であるというのが、わ
ずか 2年前の出版時の情勢であったが、現在の非整数階微方程式の逆問題の研究の大活況と比
べると、その研究の劇的な拡張のスピードが感得される。本研究からの出版論文の被引用回数
の大きさから、国際的な研究の盛況の要因として本研究の成果が大きかったと判断できる。 



本研究遂行によって得られた非整数階偏微分方程式の順問題の基礎理論についての成書として
は、本節末尾の＜引用文献＞「図書」の[1]があり欧米を含めて共同研究で理論が発展している。 
 非整数階偏微分方程式に関してサーベイ論文執筆をしばしば依頼されているが、次は非線形
問題の研究にも重要な役割を果たす最大値原理の総合解説である； 
[d] Luchko, Yuri and Yamamoto, Masahiro, ''Maximum principle for the time-fractional 
PDEs", Handbook of fractional calculus with applications,  Vol. 2, pp. 299-325, De 
Gruyter, Berlin, 2019.  
課題（Ｅ） 
産業界との連携で論文公表に制限がある成果もあるが、環境関係では本節末尾の＜引用文献＞
〔雑誌論文〕の [6] – [8] が成果の一端である。 不均質媒質中の汚染物、特に放射性セシウ
ムの土壌中の異常拡散や地面に沈着したセシウムのホットスポット検知のために上空から濃度
を測定するドローンの有効な軌道の設定などに数学的な裏付けを与えている。社会的に重要な
課題としては該当する地域の長期汚染予測を精度よく作成することであるが、そのためには、
直接的に評価が困難である土壌中の異常拡散を規定する物性定数などのパラメータを逆問題で
決定する必要があるが、課題（Ｄ）の逆問題とも関連させて、手法を開発した。その有効性は
航空機モニタリングなどによる実データでも確認されている。 
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