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研究成果の概要（和文）：大気や水などの非圧縮粘性流体の運動を記述するナヴィエ・ストークス方程式につい
て, 解の正則性や空間無限遠方の挙動について数学解析を行った. ３次元ナヴィエ・ストークス方程式の軸対称
解について, 対称軸を除いた外部領域で適当に滑らかかつ減衰する初期値に対して滑り境界条件の元で時間大域
軸対称旋回あり解を構成した. またディリクレ境界条件の元での外部問題について, 有界関数空間での時間局所
解の構成を行った. さらに空間次元が２次元の場合に有界かつディリクレ積分有限となる初期値に対して, 時間
大域一意解が存在することを証明した.

研究成果の概要（英文）：I have studied regularity and asymptotic behavior of solutions for the 
Navier-Stokes equations, which describes the motion of viscous incompressible flows such as the  
atmosphere and the water. In this research project, I have worked on the two problems.
The first problem is an axisymmetric solution. I have constructed global unique axisymmetric 
solutions in an exterior domain subject to the slip boundary condition for decaying and sufficiently
 smooth initial data.
The second is a non-decaying solution. I have constructed local-in-time unique solutions in an 
exterior domain in a space of bounded functions. For the two-dimensional case, I have proved that 
global unique solutions exist for bounded initial data with a finite Dirichlet integral.

研究分野：偏微分方程式論

キーワード： ナヴィエ・ストークス方程式　有界関数空間　ストークス半群　解析半群　軸対称解　外部問題
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

1. 研究開始当初の背景 
本研究課題は非圧縮粘性流体の運動方程式
であるナヴィエ・ストークス方程式の解の
正則性, 空間無限遠方の挙動を解析する目
的で計画した. 研究代表者阿部（以下代表
者）は課題開始当時, 有界関数空間におけ
るストークス半群の解析性の研究を行って
おり（引用文献 ③, ⑥, ⑦, ⑧, ⑨）, 有界
領域, 外部領域などの領域に対してストー
クス半群の有界関数空間での評価の導出を
行なっていた. 
本課題はこれらの有界関数空間の評価を基
盤として, 非線形ナヴィエ・ストークス方
程式の解析を行う目的で計画した. 有界関
数空間は最大値ノルムを用いることから, 
爆発解の解析や空間無限遠方で非減衰とな
る解を扱う目的に適した空間である. 非線
形ナヴィエ・ストークス方程式については
ストークス半群の積分核による明示的な表
示が可能な全空間, 半空間の場合に儀我等
（１９９９, ２００１）やソロニコフ（２
００３）による解析の結果が知られていた
が, 有界領域など非自明な境界を持つ領域
に対しては解析の結果が知られていなかっ
た. 
代表者は本研究課題開始前に先行研究（引
用文献④）において有界領域, 外部領域な
どの領域に対して連続関数空間での時間局
所解の存在定理を証明した. これにより, 
境界がある場合にもタイプ I爆発が最小の
爆発率になることを報告していた. また外
部領域においては, 少なくとも空間無限遠
方で減衰する連続関数空間において時間局
所一意解が存在することを証明していた.  
 
２．研究の目的 
（１）研究項目 
本研究の目的はナヴィエ・ストークス方程
式について①解の正則性と②空間無限遠方
の挙動について有界関数空間を用いた解析
を行うことである. 
項目①については３次元流の正則性解明に
おいて重要な特殊解のクラスである, 軸対
称解の正則性の研究を目的とした. 項目②
については外部領域上空間無限遠方非減衰
となる解の研究を目的とした. 
 
（２）先行研究 
① 軸対称解の正則性  
3次元全空間における軸対称解の正則性は, 
一般の初期値問題の解の正則性解明に向け
て重要な問題である. これまで十分滑らか
かつ空間無限遠方で十分速く減衰する軸対
称旋回なし初期値に対しては, 滑らかな時
間大域一意解が構成できることがラジゼン
スカヤ（１９６８）, ユーコスキー・ユー
トヴィッチ（１９６８）, レオナルディ等
（１９９９）によって証明されている. し
かし軸対称旋回あり初期値に対しては大き
な初期値に対する時間大域一意解の存在は

不明である.（軸対称ベクトル場については
図１参照） 
軸対称旋回あり解については時間局所解が
タイプ I爆発しないことがチェン等（２０
０８, ２００９）とコッホ等（２００９）
により証明されており, 軸対称クラスでの
爆発解の非存在を示唆する結果を報告して
いる. タイプ I 爆発解非存在の研究はその
後一般の初期値に対しても研究されており, 
特異点付近で渦度場の方向が連続的に変わ
るならば, タイプ I 爆発が起こらないこと
が儀我・三浦（２０１１） により報告され
ている. 爆発が起こる方程式に対してはタ
イプ I爆発は実際に起り, また適当な初期
条件の下でタイプ I爆発しか起こらないこ
とも知られている. しかしナヴィエ・スト
ークス方程式に対しては特異点付近でタイ
プ I条件が満たされるかは不明である. 
本研究課題実施期間中, レイ等（２０１６）
は軸対称旋回あり解に対して対称軸付近で
の解の上からの各点評価を与えた. これに
よりタイプ I爆発よりも十分速い爆発率を
持つ爆発解が存在しないことが従う.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
② 外部領域における非減衰流  
外部領域において空間無限遠方で漸近的に
定数になる解の研究は, ルレイ（１９３３）
の研究に始まり, 以後物理的に重要な２次
元, ３次元の場合において空間無限遠方の
挙動や, 安定性について多くの研究が行わ
れてきた.  
定常問題の場合にはディリクレ積分有限と
なるD-解や空間無限遠方で定数に適当なオ
ーダーで収束する PR-解といった解の概念
が確立されている. 一方で, 非定常問題の
場合には時間局所解の存在であっても解析

図 1: 軸対称ベクトル場の２次元成分の図. 

旋回なしベクトル場（上）と旋回ありベクト

ル場（下）.（研究項目①） 



の結果は少ない. ３次元の場合には宮川
（１９８２）による漸近的に定数になる時
間局所解の存在の研究や, ガルディ等（２
０１２）によるヘルダー空間での解析の結
果が知られている. しかし２次元の場合に
は時間局所解の存在であっても不明であっ
た.  
２次元外部問題において重要な未解決問題
の一つは大きな定数に漸近する定常解の存
在である. ギルバーグ・ワインバーガー（１
９７４, １９７８）やエイミック（１９８
８）により, ディリクレ積分有限となる定
常解は外部領域上有界となり, 空間無限遠
方で適当な定数に漸近することが証明され
ている. しかし大きな定数に漸近する定常
解が存在するのかは依然として不明である. 
物理的には高レイノルズ数を持つ定常流が
外部領域で存在するかという問題であるが, 
カルマン渦や境界層剥離など, 実際の高レ
イノルズ数を持つ流れは非定常流である.  
(図２参照)  
以上の考察から, 特に２次元の場合に非定
常流を解析する意義は大きいと考え, 外部
領域における非定常ナヴィエ・ストークス
方程式を非減衰空間において解析する研究
を計画した. 領域が全空間の場合には, 有
界な非減衰初期値に対して滑らかな時間局
所一意解が存在することが儀我等（１９９
９）により証明されている. また２次元の
場合には, 時間大域解の一意存在が儀我等
（２００１）により, 渦度方程式の解析に
基づき証明されている.  
 

 

３．研究の方法 
（１）外部領域における軸対称解 
タイプ I 爆発解非存在の研究では, 特異
点付近で爆発解に対してタイプ I 条件を
仮定する. しかし全ての爆発解に対してタ
イプ I 条件が満たされるかは不明である. 
キャファレリ等（１９８２）による部分正
則性の理論を用いれば, 全空間における軸

対称解の特異点は必ず対称軸上に位置する
ことが従う. また境界がある場合にも, 粘
性の効果により境界上で軸対称解は爆発し
ないことがチェ等（２０１４）により予想
されている. 
本研究ではこの点に着目し, 対称軸を除い
た外部領域（次頁図３参照）において滑り
境界条件の下で時間大域一意解を構成する
問題を提唱し, 研究の展開を図った.滑り
境界条件の場合には渦度の方位角成分が境
界上消えるため, 外部領域においては渦度
のアプリオリ評価が得られる.軸対称旋回
あり解についてはスケール臨界空間におい
て様々な正則性判定法が知られているが, 
非自明な旋回を持つ時間大域解を構成した
研究は少ない.   
時間大域解の構成は旋回がない場合を扱っ
たラジゼンスカヤ（１９６８）の証明を元
にまずガレルキン法を用いて行なった. こ
の方法は初期時刻付近での平滑化効果を使
わないため, 初期条件について余分な正則
性の仮定を必要とした. 本研究開始後, フ
ァルビック・ロステック（２０１６）は一
様正則領域に対するストークス半群の L p̃
空間での解析性の結果を, 滑り境界条件の
場合に拡張した. これにより積分方程式に
基づき時間大域解を構成するアプローチが
可能になった. 本研究ではガレルキン法で
の時間大域解の構成を行った後, 積分方程
式を用いて大域解を構成する研究を行った.
初期値のクラスとしては旋回がない場合に
時間大域解を構成できる L_3 かつエネルギ
ー有限となるクラスを考え, 渦度方程式の
方位角成分に対するアプリオリ評価に基づ
き解析を行った. また旋回成分については
最大値原理により各点でのアプリオリ評価
を得るため, 旋回成分にスケール臨界空間
での減衰条件を課した. L_3 ノルムが大き
な初期値に対する時間大域弱解の存在はカ
ルデロン（１９９０）, レマリエリュセッ
ト（２００２）などの結果があり, 最近で
は セレギン・スベラック（２０１７）によ
り研究が進められている. 
 
（２）外部領域における非減衰流 
①時間局所解の存在 
代表者の先行研究（引用文献④）を空間無
限遠方非減衰となる有界関数空間へ拡張す
る方針で研究を行った.ストークス半群に
ついては先行研究（引用文献⑦）により既
に非減衰空間へと拡張ができているが, ス
トークス半群とヘルムホルツ射影作用素, 
発散の合成作用素が非減衰空間上へ一意的
な拡張を持つかは不明であった. このため
代表者の先行研究（雑誌論文①）で導出し
た合成作用素のアプリオリ評価を広義一様
収束近似し, 合成作用素を非減衰空間へと
拡張する研究を行った. さらに非線形レベ
ルでの近似を行い, 有界な初期値に対して
時間局所一意解を構成する研究を行った. 

図２: 障害物を横切る非圧縮粘性流.

（Milton Van Dyke, An Album of Fluid 

Motionより）レイノルズ数が高い場合, 

障害物後方では不規則な渦が生成され

る.（研究項目②）  
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