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研究成果の概要（和文）：グラフ理論、アルゴリズム理論、計算量理論の分野で、枝幅と呼ばれるグラフパラメ
ータが精力的に研究されている。本研究の目的は、枝幅の双対概念に当たる tangle と呼ばれる離散構造を、代
数的な観点で研究することである。研究成果として以下の6つが得られた：(1)極大イデアルとtangleの類似性、
(2)イデアルとloose tangleの類似性、(3)Tangleにおける劣モジュラ性の役割、(4)Tangleのゲーム理論的解
釈、(5)線形枝幅と単項イデアル、(6) Tangleの位相的解釈。

研究成果の概要（英文）：In the field of graph theory, algorithm theory, and computational complexity
 theory, branch-width, which is a graph parameter, has been intensively investigated. The purpose of
 this study is to clarify the structure of tangle from an algebraic point of view, where tangle is a
 dual concept of branch-width. The following six results were obtained in this study: (1) Similarity
 between  maximal ideal and tangle, (2) Similarity between ideal and loose tangle, (3) Role of 
submodularity in tangle, (4) Game theoretical interpretation of tangle, (5) A relation linear-width 
and singly ideal, (6) Topological interpretation of tangle.

研究分野：情報学基礎理論

キーワード： tangle　maximal ideal　ultrafilter　branch-width

  １版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 
本研究に対する開始当時の学術的背景は次
のとおりであった。本研究では枝幅の双対概
念に当たる tangle と呼ばれる離散構造に対
して、その代数的構造を明らかにすることを
目的としている。枝幅とはグラフパラメータ
の一つで、グラフアルゴリズムの分野では以
前から精力的に研究されていた。一方で、
tangle と枝幅は双対関係にありながら、
tangle 自体の研究は少なく、特に tangle の
代数的構造に注目した研究はされていなか
った。これに対する理由として、tangle とい
う概念が(初見では)理解しにくいことが考
えられる。一方で当時の自身による研究成果
から、tangle にはイデアル的な構造が関係す
るのではないかと(申請時に)予想していた。 
 
２．研究の目的 
 
当初の研究の目的は、tangle の代数的構造を
明らかにすることであり、特に tangle に潜
むと予想されるイデアル的な構造を明らか
にすることであった。より具体的には以下と
なる。 
(1) 極大イデアルと tangle の類似性 
(2) イデアルと loose tangle の類似性 
(3) Tangle における劣モジュラ性の役割 
 研究が順調に進んだ結果、また研究を進め
る中で新たな疑問が生じたため、(詳しくは
後述するが)tangle と超フィルタの関係につ
いて深い考察を行うことを、後半の目的とし
た。 
 
３．研究の方法 
研究方法・手法としては、既存のイデアルの
研究成果とtangleの研究成果の融合である。
上述したように(初見では)tangle は理解し
にくいが、イデアルを理解している人であれ
ば、tangle とイデアルの類似性を通して、比
較的容易に tangle を理解できることが期待
できる。このような理解ができると、イデア
ルで知られている研究成果を tangle に導く
ことが可能となり、その逆もまた可能となる。
今回の研究の中で、この融合という手法を用
いて得られた結果の具体例として、例えば次
の 2つが挙げられる。 
(1) 分割数が 3 の分割を使って、極大イデ
アル(正確にはその双対概念である超フィル
タ)を定義できることが知られていたが、同
様の方法で tangle を定義できることが今回
の研究で判明した。 
(2) イデアルの双対概念であるフィルタは、
収束の概念の定式化に用いられ、一方 tangle
と枝幅の双対性は、泥棒と警官のゲームを通
して説明できる。大雑把に言うなら、泥棒を
追い詰めることは、フィルタを細かくするこ
とと解釈してよいことが今回の研究で明ら
かになった。この解釈をさらに推し進めるこ
とにより、超フィルタが泥棒の必勝戦略を表

していることが明らかになった。 
 
４．研究成果 
 
(1) 極大イデアルと tangle の類似性 
大雑把に言うなら、極大イデアルの公理系に、
与えられた閾値kに関する劣モジュラの不等
式の制約を加えることで、tangle が定義でき
ることを示した。この結果を単純に双対的に
解釈しただけではあるが、超フィルタの公理
系に、与えられた閾値 kに関する劣モジュラ
の不等式の制約を加えることでも、
co-tangle が定義できる。研究を進める中で、
tangleよりco-tangleで議論した方が説明し
やすいと感じることが多くなり、研究の後半
は co-tangle で考えるようになった。実際、
文献①でもco-tangleを使って議論が展開さ
れている。 
研究開始当初は、tangle と co-tangle は単
に双対関係であるので、どちら側の視点に立
とうと、研究を進めるにあたり差異はないと
考えていた。しかし研究を進める中、詳しく
は後述するが、tangle 側の視点だけではなく
co-tangle 側からの視点でも、言い換えると、
極大イデアル側だけではなく、超フィルタ側
の視点にも立つことで、極大イデアル側の視
点では得られない知見が得られることに気
付いた。 
 
(2) イデアルと loose tangle の類似性 
先に述べた通り、tangle は極大イデアルに相
当するが、極大とは限らないイデアルに相当
する tangle 側の概念は存在するか？、また
存在するとしてそれはどのようなものか？
という問いは自然である。本研究で、loose 
tangle という概念がそれにあたることを示
した。Loose tangle は、2007 年に Oum と
Seymour が導入した既に知られていた概念で
ある。 
 
(3) Tangle における劣モジュラ性の役割 
研究開始当初は、劣モジュラ性がどのような
役割を果たしているのかの理解が乏しかっ
たが、研究を進める中で、以下の役割を持つ
ことが徐々に明らかになった：集合 Aと Bが
重なりを持つ場合、証明の中での議論が複雑
になる。劣モジュラの不等式の制約条件下で、
C∪D = A∪B を満たす重なりを持たない集合
C と D が存在すれば、集合 A と B の代わりと
して Cと Dが代用できるため望ましい。劣モ
ジュラの不等式の制約の条件下で、このよう
な Cと Dが必ず存在することが劣モジュラ性
から保証できる。表現は異なるものの、本質
的にこの事実と等しい結果が Robertson と
Seymour により参考文献②で示されている。 
 
ここまでが申請当時に予定していた研究課
題に対する成果報告である。研究成果の(1)、
(2)については、発表論文③に掲載されてい
る。ここまでの研究成果は、乱暴な言い方を



すれば、単に公理系を変形することで得られ
る結果である。もちろん、tangle と極大イデ
アルの類似性を明らかにしたことには意味
があると考えるが、その類似性からさらに何
が導けるかについては踏み込んでいない。一
方幸いに、ここまでの研究成果は、研究を始
めてからの 2年間で得られたものであり、残
り1年をかけてさらに踏み込んだ研究が出来
た。以下にその成果を報告する。 
 
(4) Tangle のゲーム理論的解釈 
上述したように、tangle と枝幅の双対性は、
泥棒と警官のゲームを通して説明できる。
Tangle、co-tangle、超フィルタは本質的に
等しいと考えてよいので、泥棒と警官のゲー
ムを通して超フィルタを解釈できる可能性
が考えられる。 
直感的には、フィルタを細かくして収束さ
せることは、泥棒を狭い”領域”に追い込む
こととして解釈できる。この解釈の下で研究
を進めた結果、既に知られていた超フィルタ
と分割との性質(本研究ではこの性質を「コ
ンパス機能」と呼ぶ)が重要であることに気
が付いた。枝幅と tangle の双対性では、”
分割”という概念が深く関係していること
が既に参考文献③で示されていたが、コンパ
ス機能の重要性はこれと同じ方向を指して
いる。 
ゲームとしての解釈では、分割の各要素は
泥棒が逃げ込む可能性のある”領域”に相
当し、コンパス機能は泥棒がどの領域に逃げ
込めば安全かを示している。超フィルタは、
このコンパス機能を別形式に表現したもの
である。したがって端的に言い換えるなら、
超フィルタは泥棒の必勝戦略と解釈できる。
一方、警官の必勝戦略は分解木と呼ばれるも
のに解釈できることが既に知られている。 
泥棒の必勝戦略が存在することと警官の
必勝戦略が存在しないことは同値であり、す
なわち超フィルタと分解木の双対性が言え
たことになる。超フィルタと tangle を同一
視し、分解木と枝幅を同一視すると、tangle
と枝幅の双対性が言えたことになる。この研
究結果は発表論文①に掲載されている。 
 
(5) 線形枝幅と単項イデアル 
枝幅の定義は木構造に基づいている(この木
構造が分解木である)が、この木構造をパス
に変えることで線形枝幅という概念となる。
枝幅の双対概念が tangle であることから、
線形枝幅に対しても対応する双対概念が存
在するか？、また存在するとしてそれはどの
ようなものか？という問いは自然である。さ
らに存在するならば tangle と類似の公理系
で表現できることも十分予想される。本研究
では tangle の公理系を自然に制限すること
で、線形枝幅の双対概念が得られることを示
した。この研究結果は発表論文②に掲載され
ている。 
 

(6) Tangle の位相的解釈 
先に述べたように、フィルタは、収束の概念
の定式化に用いられなど、位相空間とも深く
関係している。位相空間のコンパクトという
概念では、有限交叉性という性質が現れる。
超フィルタを用いた tangle の定義でも、有
限交叉性に類似した性質が現れ、この性質を
本研究では疑有限交叉性と呼ぶ。疑有限交叉
性に着目することで、tangle、枝幅とコンパ
クト性の関係を明らかにできた。 
 本結果と関連する可能性のある結果とし
て以下がある：無限グラフに対しても tangle
が定義できるが、参考文献④では無限グラフ
における tangle、超フィルタ、およびコンパ
クト化の関係が報告されている。本結果と参
考文献④の結果との関連性を明らかにする
ことは、興味あるテーマだと考える。 
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