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研究成果の概要（和文）：代数問題において、多項式や方程式の係数が誤差を含むと問題が無意味となることが
ある。そういった場合に係数を摂動した際の影響を調べ、「最近接問題」という概念を利用して意味のある問題
を設定し、その問題を効率的に解くアルゴリズムを、主に代数方程式に関する問題に対して構築した。また、構
築したアルゴリズムを、信頼性を損うことなく効率化する安定化手法の利用法について研究した。主な成果は以
下である。(1)与えられた代数方程式から一番近く、指定された解を持つ代数方程式を構成するアルゴリズム、
(2)値が誤差を含む場合の多項式補間アルゴリズム、(3)安定化手法の有効性の検証および新しい利用法。

研究成果の概要（英文）：Sometimes algebraic problems become meaningless due to errors in the 
coefficients of polynomials and equations in the problems.  In such cases, we investigate the 
influence of perturbations of coefficients and pose meaningful related problems using the concept of
 "nearest problems."  We construct algorithms that efficiently solve the posed problems, especially 
problems of algebraic equations.  Furthermore, we study utilization methods of stabilizing 
techniques that make the constructed algorithms more efficient.  Some main results are as follows:  
(1) Algorithms to construct the polynomial that is nearest to a given polynomial among the 
polynomials with given zeros.  (2) Algorithms for interpolation of polynomials whose values contain 
errors.  (3) Confirmation of effectiveness of stabilization techniques and new applications of 
stabilization techniques.

研究分野： 計算代数
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
計算機により数値や数式を計算する場合、

数値計算、数式処理という二つの計算法があ
る。現在、科学技術計算には数値計算を主に
用いる。これは、数式処理は正確な計算を用
いるため計算量が多いこと、入力データは正
確であるという前提のため、観測や計測によ
る数値、あるいはそれから計算された数値な
どの誤差を含むデータが入力の場合、計算結
果が真の値から掛け離れたものになる恐れ
があるからである。計算量については計算機
の高速化により、以前程には問題にならなく
なってきた。よって、数式処理によって誤差
を含むデータも扱うことが可能となれば、信
頼性の高い計算法によって実問題を扱うこ
とが可能となる。そのため、研究代表者らの
グループは、誤差を含むデータも扱える数式
処理を目指して、 
(1) 「誤差を含む代数問題に対する信頼性の

高い数値数式融合計算の研究」(平成 21
〜23年度科学研究費補助金基盤研究 (C) 
採択課題、以下、「採択課題 1」と略記)、 

(2) 「誤差を含む代数問題に対する数値数式
融合計算の研究」(平成 24〜26 年度科学
研究費補助金基盤研究 (C) 採択課題、以
下、「採択課題 2」と略記) 、 

において研究を進めてきた。採択課題 1では、
入力が誤差を含む代数問題が不安定な場合、
すなわち、係数の摂動がどんなに小さくても
解が劇的に変わる場合（代数方程式の実根の
数など）、そのままでは計算した結果に意味
がなくなるので、関連する適切な問題を再設
定し、その問題を解くアルゴリズムを、数式
処理を基本として構築した。さらに、数値数
式融合計算（数式処理に数値計算を援用する
計算手法）、とくに安定化理論を用いること
により、数式処理の信頼性を損なうことなく
アルゴリズムの効率化を目指した。採択課題
2 では、問題が安定か否かを判定し、採択課
題 1 では扱わなかった安定な場合に、安定性
解析（注目している性質が保たれる係数の摂
動限界）を行うことを新たな課題として追加
した。 
 以上の研究を進める過程で、代数問題に関
し、摂動の与える影響を調べた上で「最近接
問題」という概念を利用すれば、不安定な場
合に統一的に問題を再設定できるという認
識を得るとともに、安定な場合の安定性解析
も「最近接問題」の一種ととらえ得ることに
気づいた。 
「最近接問題」とは、着目している性質を

持たない入力に対し、その性質を持つような、
与えられた入力にもっとも近い対象を探す
問題である。たとえば、GCD（最大公約多項
式）が本来 1 次以上となる二つの多項式が誤
差のため互いに素な多項式 f、g になったとす
る。このとき、f、g の誤差範囲内から取った
多項式 p、q の GCD は最高何次となり得るか
は、20 年程前より数値数式融合計算の分野で
取り上げられてきた問題だが、GCD の次数

を変えて最近接問題を解いた結果が誤差範
囲内にあるか否かを見ることにより解答可
能である。二つの多項式が互いに素な場合、
係数の摂動が小さければ、互いに素という性
質は保たれる（安定な性質）。係数を正確と
みなしたときに fとgが互いに素である場合、
f、g の誤差範囲内から取った任意の多項式 p、
q はつねに互いに素となるかが問題となるが、
これは、f、g から一番近く（目的に応じて距
離の測り方は変わる）、GCD が 1 次以となる
多項式の対 p’、q’までの距離が分かればよい。
つまり、「互いに素」の否定である「GCD が
1 次以上」という性質に注目すれば、安定性
の問題を「最近接問題」ととらえることが可
能である。 

 
２．研究の目的 
本研究の目的は、種々の代数問題において

多項式や方程式の係数を摂動した際の影響
を調べることにより、多項式や方程式の係数
が誤差を含む代数問題に対して、解を適切に
計算する効率的なアルゴリズムを構築する
ことにある。「１．研究開始当初の背景」に
述べた通り、代数問題の入力が誤差を含むと
問題が意味をなさなくなり、目的に応じて適
切な問題を再設定する必要が生じる場合が
多々あるが、「最近接問題」という概念を利
用することにより、適切な問題を統一的に再
設定できるという認識を得るに至った。線形
代数の範疇に収まる問題については、すでに
実用レベルでこの目的は達成されているの
で（数値線形代数）、本研究では、主に非線
形の代数方程式に関わる問題に対し、必要に
応じて適切な問題を再設定した上で、その問
題を効率的に解くアルゴリズムを構築する
ことを目指す。 
 
３．研究の方法 
「２．研究の目的」に記述した目的を達成

するため、各代数問題に対し、以下の三つの
課題に分けて研究を進めることとした。 

 
【課題１】代数問題に対し、多項式や方程式
の係数の摂動が解に与える影響を理論的に
解析する。 
 
【課題２】課題１の結果を利用し、係数に誤
差のある代数問題に対し最近接問題を考え
て、不安定な場合は再設定した問題の解、安
定な場合は安定性解析の結果を計算するア
ルゴリズムを構築する。 
 
【課題３】数値数式融合計算、とくに安定化
理論を用いることにより、信頼性を損なうこ
となく、課題２において構築したアルゴリズ
ムを効率化する。 
 
代数問題としては主に非線形の代数方程

式に関わるものを考察する。代数方程式は理
論上、応用上ともに重要であるが、連立一次



方程式に関わる問題、一変数代数方程式の一
部の問題を除き、最近接問題の観点から見て、
十分な結果が得られているとはいい難いか
らである。具体的に扱う問題は応用を意識し、
与えられた領域内の根の数、近接根間の距離
などを取り上げる予定である。一つの対象に
対して複数の観測データが存在する場合も
あるので、複数のデータに対する最近接問題
も研究の対象とする。 
 
４．研究成果 
 研究成果を 5項目に分けて記述する。各項
目冒頭のカッコ内に、その成果が課題１～３
のどれに対応するものであるかを示す。 
(1) （課題１）多変数多項式系がグレブナ基

底をなす場合、さらに若干の条件を追加
して、多項式系の共通零点(連立代数方
程式の解) が係数の摂動に対して安定
となることを定性的に示すことができ
た（学会発表①、⑥）。なお、まったく
一般の場合にはこの性質は成り立たな
い。 
 

(2) （課題１、２）指定した点で値が 0とな
る多項式で、与えられた多項式に一番近
いもの（最近接多項式）を求める問題に
ついて以下の成果を得た。 
 一変数多項式が複数、指定した点が

一つの場合に最近接多項式を構成
するアルゴリズム（雑誌論文③）。 

 一変数多項式が一つ、指定した点が
複数の場合に最近接多項式までの
距離の表示式、最近接多項式を構成
するアルゴリズム（雑誌論文⑧、学
会発表②、③、④、⑦、⑮、⑱）。 

 

(3) （課題１、２）ブラックボックス（入力
を与えると出力が得られる）として与え
られている多変数多項式を具体的に式
の形で表す問題に対し、ブラックボック
スの出力が誤差を含む場合に頑健なア
ルゴリズムを提案した（雑誌論文①、⑪、
学会発表⑤、⑨、⑪）。 

 

(4) （課題３）課題３における主要な計算手
法である安定化理論に関して以下の成
果を得た。 
 安定化理論を、最短ベクトルを求め

る問題、行列の有理標準形の計算に
適用し、どのような場合に有効であ
るか検証を行った（雑誌論文⑨、⑭、
学会発表⑯）。 

 安定化理論に計算履歴を合わせて
利用することにより、近似計算によ
っても正確な出力を得るISCZ法を、
最短ベクトルを求める問題、一般逆
行列の計算、行列の有理標準形の計
算、グレブナ基底の計算、一変数代
数方程式の実根を数え上げるスツ

ルムのアルゴリズムに適用し、有効
性について検証した（雑誌論文④、
⑤、⑥、⑩、⑫、⑬、学会発表⑧、
⑩、⑫、⑬、⑭、⑰）。 

 
(5) ある種の代数系を分類する問題、Young

の不等式に関する問題に、本研究課題に
密接に関わる数式処理の成果を利用し
た（雑誌論文②、⑦）。 
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