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研究成果の概要（和文）：本研究では、現在主流になっているGPUのようなアクセラレータを用いて構成された
超大規模並列計算機を用いて量子多体問題に現れる固有値計算を高速に計算する手法を研究開発することを目的
とした。この目的を達成するため、問題の物理的性質や計算機のアーキテクチャを考慮した高速計算手法や省通
信化手法を提案し、その有効性を実際の数値計算で確認した。また、計算の大規模化による誤差の累積による精
度低下を回避する演算ライブラリを開発し、実際に固有値計算に用いてその有効性を確認した。さらに、開発し
たコードを実際の量子問題に適用し、物理的性質についての議論を行った。

研究成果の概要（英文）：In this research, we have studied high performance eigenvalue solver for 
quantum many-body problem on parallel computers using accelerators. We have proposed the calculation
 strategy suitable for GPUs and the communication avoiding method in considering the physical 
property. And then, we discussed accumulation of round-off and truncation errors and a precision 
issue in large simulations requiring a great number of calculations, and we developed the 
high-performance quadruple precision library to avoid this issue. Moreover, we simulated the quantum
 many-body problems using our proposed solvers and discussed the property of the problem by using 
the simulation results.

研究分野：高性能計算
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１．研究開始当初の背景 
（１）高温超伝導体や強磁性体等の高性能機
能材料群は、現在日本が目指している低炭素
社会の実現の大きなカギとして大きな注目
を集めている。しかし、これら物質群の機能
発現機構は電子相関の効果によるものと考
えられているが、その詳細はわかっていない。
そのため、材料設計を行うためには、電子相
関の効果を考慮した量子多体系モデルをシ
ミュレーションする必要がある。しかし、こ
の量子多体系問題はその問題サイズの増加
に伴って計算量やメモリ量が指数関数的に
増加するため、大規模な並列計算機の利用が
強く望まれていた。 
 
（２）一方、京スパコンのような数十万個の
コアを持つ超並列計算機も出現し、膨大な計
算量のシミュレーションも現実的になり、よ
りも大きいサイズの量子多体問題の計算も
可能になってきた。しかしながら、これまで
の計算機の多くは、複雑な演算処理が実行可
能なコアの数を増やすことで計算機の大規
模化を行ってきたが、最近は（コアに比べる
と）単純な演算を高速に実行可能な GPU のよ
うなアクセラレータを利用した超大規模並
列計算機が主流になりつつある。さらに、計
算機の大規模化に伴いネットワーク構造も
複雑になってきている。そのため、これまで
に開発された計算方法の多くはそのままで
は最新の大規模並列計算機の性能を有効に
利用することが困難である。そのため、アク
セラレータを利用した大規模な並列計算機
の性能を有効に利用できる並列アプリケー
ションの開発が望まれていた。 
 
２．研究の目的 
（１）量子多体系問題に対する解法の１つに
厳密対角化法がある。この方法は、量子モデ
ルのエネルギーを表現する行列であるハミ
ルトニアンをモデルから厳密に構成し、その
固有値および固有ベクトルを計算すること
で、モデルの物性を評価する方法である。こ
のハミルトニアンの次元はモデルサイズの
拡大に伴って指数関数的に増加する。そこで、
並列化や高速化につながる有効な対称性や
規則性を計算科学的および物理的視点から
見出し、アクセラレータの 1つである GPU で
の高速計算を実現するためのアルゴリズム
の開発を目指す。さらに、大規模並列計算を
行う際に問題になる計算精度の劣化や通信
コストの増大といった問題の回避の実現を
目指す。 
 
（２）開発したコードを実際の量子多体系問
題に適用し、開発したコードの高速性、安定
性、頑強性を評価することで、コードのアル
ゴリズムの改良を行うとともに、理論物理学
者と協力して量子多体系の量子状態を評価
し新しい物理的知見を得ることを目的とす
る。 

 
３．研究の方法 
（１）GPU の向きの計算方法の研究開発では、
固有値問題を反復法で計算する際に最も計
算量の多いハミルトニアン行列とベクトル
の掛け算を中心に高速化・並列化を実施した。
量子問題の特性からハミルトニアンの非零
成分の分布は規則性があるため、この規則性
を利用することでGPU向きの行列ベクトル積
のアルゴリズムを提案する。 
 
（２）コンピュータでの演算では、無限桁の
実数を有限桁で表現して演算を行うため、演
算ごとに非常に小さいが計算誤差が混入す
る。そのため、大規模並列計算で大量の演算
を行うと、この誤差が累積し得られた結果の
精度がほとんどないケースがある。そのため、
2 つの倍精度変数を組み合わせて 4 倍精度変
数を表現する方法（Bailey のアルゴリズム）
を用いた基本演算ルーチン群を作成し、実際
の固有値問題に適用しその有効性を確認す
る。 
 
（３）大規模並列計算機では、計算ノードを
ネットワークで結合しているが、ノードの数
が多くなるとネットワークの構成が複雑化
し、通信性能が低下する。そこで、演算は若
干増えるが通信回数を削減する省通信手法
に着目し、大規模並列計算における固有値計
算に対する有効性を評価する。 
 
（４）開発した量子計算コードを実際の量子
問題に適用し、物理的知見を見出すとともに、
コードの安定性等を評価する。さらに、計算
対象の物理問題の特性に合わせた適切な解
法を計算科学の視点から採用することで、高
速計算を目指す。 
 
４．研究成果 
（１）量子多体問題に対する解法の 1つであ
る厳密対角化法では、固有値問題を計算する
必要がある。この固有値問題を反復法で計算
する際に最も計算時間を必要とする演算は、
ハミルトニアン行列とベクトルの掛け算で
あるため、この掛け算部分を中心に GPU 向き
の演算方法を提案した。その際、量子問題特
有の対称性を考慮してハミルトニアンを分
割することで、非ゼロ要素の分布を規則的に
できることに注目し、アクセラレータ向きの
演算方法およびデータの格納方法を提案し
た。また、GPU での演算ではデータの分割方
法により計算性能が変化することが知られ
ていることから、パラメータサーベイにより
最適な分割数を見出した。実際に提案した掛
け算方法を GPU 上で実行したところ、GPU の
計算で一般的に利用されている掛け算ルー
チン（cuSPARSE）よりも 2倍程度高速に計算
できることを確認した（図 1参照）。さらに、
実際に GPU を用いて量子計算（固有値計算）
を行ったところ、6 コアの CPU をもちいた並



列計算よりも約2倍高速に固有値を求めるこ
とができた（図 2参照）。 
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図 1 GPU（NVIDEA Tesla M2075）上での提案
方法および cuSPARSE ルーチンによるハミル
トニアンとベクトルの掛け算1回あたりの計
算時間の比較。ハミルトニアンは 1次元及び
2次元の 20サイトハバードモデル（粒子数は
アップおよびダウンとも 6個）から導かれる
約 15 億次元の行列である。 
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図 2 2 次元の 20 サイトハバードモデル（粒
子数はアップおよびダウンとも 6 個）を GPU
および CPU（Intel Xeon X5650）で計算した
際の計算時間の比較。 
 
 
（２）計算の大規模化に伴って計算ごとに発
生する誤差の影響が大きくなり計算結果の
精度低下が指摘されている。この問題は、通
常よりも高精度の変数（real*16 変数）を用
いて計算することで回避できるが、非常に多
くの計算時間がかかってしまう。そこで、通
常精度の変数（real*8 変数）を 2つ組み合わ
せて高精度の変数を表現する Bailey のアル
ゴリズムに基づいた4倍精度基本演算ルーチ
ン群を開発するとともに、実際に 4倍精度固
有値計算ルーチン(QPEigenK)に利用した。そ
の結果、通常の精度による計算よりも十数桁
高精度で計算できるとともに、real*16 変数
を利用した場合よりも数倍高速に計算でき
ることを確認した。さらに、最近の CPU がサ
ポートしている高精度で積和演算ができる
命令であるFMA命令を用いてルーチン群を再
構成することで、高精度の固有値計算を数十
パーセントの高速化が実現できることを確
認した（図 3参照）。 
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図 3 原子力機構の SGI ICEX 上で、4倍精度
固有値計算ルーチン（QPEigenK）を用いて
16000 次元の対称行列の全固有値固有ベクト
ルを計算した際の計算時間。FMA 命令を用い
た高精度演算を用いることで高速に計算で
きることが確認できる。 
 
 
（３）本研究で固有値計算の反復法として利
用している LOBPCG 法は、適切な前処理を用
いることで収束性が向上することが知られ
ている。そこで、Neumann 展開を利用した前
処理方法を提案した。この前処理方法は、行
列ベクトル積の演算で実現できるため、この
演算はこれまでに研究開発してきたハミル
トニアンとベクトルの掛け算のアルゴリズ
ムを利用することで、高速計算が実現できる
利点がある。また、前処理を用いたところ、
問題のパラメータによっては既存の前処理
方法よりも高速に計算できることを確認し
た（図 4 参照）。さらに、量子問題の物理的
性質から、計算量は若干増加するが、大規模
並列計算で問題になる通信を減らすこと（省
通信化）ができることを見出し、実際の並列
計算から高速化が実現できることを確認し
た（図 4参照）。 
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図 4 ２４サイトハバードモデルの固有値を
SGI ICEX で計算した際の計算時間。提案した
ノイマン展開前処理を使うことで既存の前
処理よりも高速に計算できるとともに、省通
信化することにより、さらなる高速化を実現
していることが確認できる。 
 
 
（４）量子多体系を取り扱う手法の一つに、
動的平均場理論がある。この理論では、有効
不純物模型と呼ばれる量子模型を高精度に



繰り返し解く必要がある（図５参照）。その
際、値の小さい固有値と固有ベクトルが必要
であり、ハミルトニアン行列の逆行列で表現
されるグリーン関数が必要である。そこで、
固有値問題の解法には本研究で開発した
LOBPCG 法を、グリーン関数の計算には
Shifted CG 法を用いた。Shifted CG 法では、
逆行列をベクトルで挟み込んだ内積のみを
計算する縮約 shifted CG 法(RSCG 法)を開発
し、計算の高速化を達成した。 
 

 
図５ 動的平均場理論での計算手順。量子多
体系を有効不純物模型にマップし、その模型
のグリーン関数を高精度に求める。得られた
グリーン関数を元の模型に戻し新しい有効
不純物模型を作ることを繰り返す。 
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