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研究成果の概要（和文）：本研究では，動的幾何システムCinderellaによるインタラクティブな描画の出力を
TeXにおける静的な描画を行なうためのコードに変換できるシステムとしてKeTCindyを開発し，これら２種類の
描画の連携が持つ教育効果について検証を行った．主に高専・大学初年級の解析学を中心としてテーマを設定
し，関連する図的提示や授業設計を用意して，学習者の解答行動や解答結果（ワークシート）の分析を試みた．
結果として，数学的モデルの背後にあるメカニズムに対する理解の深化を，タスク解答行動の組織（カプセル）
化や解答経過の簡素化によって逆に追跡できる可能性を見出すことができた．

研究成果の概要（英文）：In this research, the system named KeTCindy which converts the graphical 
output of the dynamic geometry software Cinderella into TeX graphical code is developed. KeTCindy 
enables learners to synchronize the interactive operation on mathematical models and mathematical 
reasoning via its static counterpart. As research ingredients, calculus classrooms and associated 
teaching materials were carefully designed. The educational effect of this collaborative system has 
been researched through the ethnomethodological studies on the behaviors and worksheets of learners.
 To visualize the transition of learners behaviors, Sportscode system was used. As a result, it has 
been indicated that the qualitative change in learners' understanding of the mechanism behind 
mathematical models  can be detected through the encapsulation of their behavior and the 
simplification of their solution process to the given tasks. 

研究分野：教育工学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
我々研究グループは、本研究開始以前の段階
で、高専・大学初年級で数学の教材作成手段
の主流となっている TeX で編集された文書
の中に、正確で見やすい図を挿入するため、
数式処理システム（CAS）の TeX挿図用マク
ロパッケージ KETpic（http://ketpic.com）
を開発し、その教育効果を検証してきた。そ
の結果、KETpic による正確な描画が一定の
教育効果を持つことが確認されてきたが、そ
の一方で、一般の教員がこのシステムを利用
する場合、コマンドラインでの入力を求めら
れる上に、TeXを最終的にコンパイルしてみ
るまで出来上がりの図がイメージできない
点で、ユーザーインターフェースが今ひとつ
であることも同時に認識されてきた。そうし
た中で、数学的なモデルをインタラクティブ
に操作できる動的幾何ソフト（DGS）として
世界的に広く利用されている Cinderella
（https://www.cinderella.de）の機能として、
ユーザーフレンドリーなスクリプト言語
（CindyScript）が整備されており、画面上
の描画の制御にとどまらず、ファイルの読み
込みや書き出しにも対応していることがわ
かってきた。このような状況をふまえて我々
は、Cinderellaの動的な描画に際して計算さ
れるデータを取り出して TeX 描画用のコー
ドに変換し、画面上で数理的モデルを操作し
ながら TeX 上の描画に直接結びつけられる
ようなシステムを模索することとなった。 
 
２．研究の目的 
学習者が計算などを伴いつつ数学的な推論
を進める上で、紙媒体が基本となることはも
ちろんであるが、動的幾何には数理的モデル
を直接手で動かせるという独特な強みがあ
り（文献①）、紙媒体とは異なった役割を果
たしうることが容易に想像される。そこで本
研究では、これらの連携を可能にするシステ
ムを構築すると同時に、連携ならではの教育
効果がどこにあるのか、検証することを目的
とした。より詳しくは以下の通りである。 
(1) Cinderellaの動的な描画に際して計算さ
れるデータをTeXの描画コードに変換す
るシステムを構築し、TeX 文書中の静的
な描画とCinderella画面上での動的な描
画との連携を可能にするシステムを構築
すること。 

(2) 微分積分学などの変量を含む数理的モデ
ルを理解する上で、動的幾何における手
で動かせる描画が有効であることは想像
に難くない。一方、理解できたことを知
識として定着させるためには、紙媒体を
ベースとした計算を中心とする推論が不
可欠であることも明らかである。そこで
本研究では、(1)で構築した連携システム
が、上記のような異なる側面を有する学
習者の推論経過にどのように寄与するか、
検証することも目的とする。 

 

３．研究の方法 
(1)の連携システム構築については、当初、
Cinderella の開発者である U. Kortenkamp 氏
の助言もあって、Cinderella から直接 TeX の
描画コードを出力させることも検討したが、
前身となる KETpic が CAS を出発点としてい
たことをふまえ、下図のようなフローに従う
こととした。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
つまり、TeX 描画のもとになる CAS ファイ
ルを出力させるためのCinderelaのライブラ
リとして KeTCindy を作成し、生成されたフ
ァイルに含まれるコマンドをCASに実行させ
て描画用の Tpic コードを得た後、KETpic を
用いてTeXでコンパイルすることにより最終
的な描画出力を得るというものである。 
(2)の教育効果検証については、主として
Cinderella による数理的モデルの動的な提
示を行う前後で、紙媒体上の学習者の思考過
程に生じる変化を追跡することを中心とし
た。追跡方法としては、ワークシートの分析
に加え、作業経過の録画画像を行動分析ソフ
トとして広く利用されている Sportscode 
(https://www.hudl.com/elite/sportscode)
に取り込み、作業内容を分類した上で、分類
に応じた時系列的なコーディングをして可
視化する方法を用いた。後者の方法のように、
学習者の行動を時系列的にコード化して分
析する方法は近年見られるようになってい
るが（文献②）、数学教育の分野ではまだ珍
しいと考えられる。これは、結果として意味
のある分析結果が得られるような学習者の
思考プロセスの分類自体が必ずしも容易で
はないことに起因すると考えられる。 
 
４．研究成果 
連携システムの構築については、インストー
ルの方法についてまだ若干の流動的な部分
が残っているものの、最新版をウェブサイト
（http://ketpic.com）からユーザーの OS に
合わせてダウンロードし、フリーに利用する
ことが可能になっている。幾何的な図形や関
数のグラフといった、数学教育で頻出する 2
次元描画については、相当の広範囲にわたっ
て対応が可能である上、CAS のコマンド生成
からTeXのコンパイルまでの一連の作業をバ
ッチ処理によって一気に行える機構を整備
して、ユーザーにとって非常に使いやすい形
が実現できている。例えば下図は、微分積分
学で重要な概念である「置換積分」のメカニ
ズムを説明するために、Cinderella による動
的な描画を行ったものである。 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
これをボタン操作のみでPDFの静的な描画に
変換した上で、下図のような数式表現を伴っ
た教材の中に埋め込むことが簡単にできる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
さらに、PC の内部時計の情報を取得しながら
描画を行う Cinderella の機能とうまく連携
して、PDF 上のアニメーションを TeX 経由で
生成させるためのパッケージも開発してい
る（論文⑲）。また、TeX では微調整が難しい
作表について、これを図形として描画させ、
レイアウトを柔軟に整えられる機能なども
装備されており、TeX による教材作成環境自
体の向上にも寄与している（論文⑬⑰）。
Cinderella と同じく動的幾何として知られ
る GeoGebra（https://www.geogebra.org/）
と比較したときに、数式処理が併せて装備さ
れていないことを弱点ととらえる向きもあ
るが、Java を母体とする Cinderella はバッ
チ処理によって他のCASを起動して書き出し
たファイルを受け渡し、記述されたプログラ
ムを実行させ、その計算結果を再び読み込ん
で動的な描画にフィードバックすることが
できるので、Scilab, Maxima, R などの幅広
い計算ソフトとの連携による動的描画が実
現している（論文⑦⑩⑪⑭⑯⑱）。 
 教育効果の検証を行うための教授テーマ
としては、学習者の定着度が問題となりやす
く、描画メカニズムの把握の不十分さがその
背景となっていることが想定される「三角関
数のグラフ描画」をまず選んだ。大学入学者
に対するリメディアルの授業の一環として、
教科書などの紙媒体のみで学習してきた対
象者のグラフ描画行動が、描画メカニズムの
Cinderella による動的提示を観察すること
を経てどのように変化するか、ワークシート
と描画行動の録画の両面から分析した。その
結果、グラフの描画プロセスが組織化され、
結果として作業が著しく効率化されること
が確認された（論文⑮・発表⑭）。下図は、
Cinderella による動的な提示前後における
同程度の難易度のグラフに関する描画行動

を、「x の値の計算」「通過点のプロット」な
どの要素に分類し、録画をもとに Sportscode
による時系列的なコーディングを行った結
果である。ポストテスト（下半分）の描画で
は、プレテスト（上半分）と比べ、異なる要
素の間の遷移が減ると同時に、遷移のパター
ンが規則的になってきていることが見て取
れる。同時に、動的提示の際に、描画メカニ
ズムの直感的理解をうかがわせる被験者の
発語が確認され、上記の描画行動の変容と深
く関連することが示唆された。 
 
 
 
 
 
 
 
 
さらに、1 週間後に同程度の課題を課した際
のコーディング結果（下図の下半分）をポス
トテスト（上半分）と比べると、残念ながら、
周期の計算でミスをしているものの、ポスト
テストにおける描画プロセスの組織化が維
持されていることが確認できる。 
 
 
 
 
 
 
 

 
以上の結果は、描画メカニズムの動的提示に
よって、描画手続きに関する長期記憶化がも
たらされる可能性が高いこと、および、長期
記憶に蓄積されるのが周期や位相差などの
細部の知識でなく、描画に関わる行動様式と
でもいうべきより深層に属するものである
ことを強く示唆する。同様の試行をより多く
の被験者に対し実施した際のワークシート
分析からも、ポストテストのワークシートを
プレテストのワークシートと比較した時に、
周期や位相差といった個別の要素以上に、グ
ラフの周期性や対称性に関する改善が顕著
であることが確認できた（発表⑮）。 
 このように、数理的モデルの動的な提示を
紙媒体での静的な提示と連携させることに
特有の効果を期待しうるわけであるが、本来
Piaget の研究（文献①）などで想定されてい
るのは、学習者が動いているモデルを「見る」
だけでなく、自身の手でモデルを「操作する」
ことである。本研究の開始時点では想定して
いなかったが、Cinderella で生成した動的な
教材をHTML形式に自動的にフォーマットし、
アプリケーションのインストールを要せず
にブラウザ上で動かせるシステムとして
CindyJS（https://cindyjs.org）の開発が急
速に進んだことにより、動的な教材を iPad
などのタブレット PC に入れて学習者に操作



させられる環境が整ってきた。さらに、学習
管理システムとして利用が広がりつつある
MoodleにCindyJSの教材を手軽に実装できる
プラグインを構築し（論文②⑧・発表⑧）、
授業中などに提示した動的教材をウェブサ
イトにアップロードし、学習者がスマホなど
で即時に開いて操作できるようにもなって
きている。このため、数理的モデルを見せる
ことと操作させることとの差異に関する検
証が、本研究の目的として新たに加わること
となった。手始めに、上記の三角関数のグラ
フ描画に関する実験授業において、
Cinderella を用いて描画メカニズムの動的
提示を行なった群 Aと、内容的に変わらない
CindyJSの教材をiPad上で操作させた群Bと
で、ワークシートの状況を比較すると同時に、
操作させた際の発語や手の動き・ジェスチャ
ーを録画により調べることとした。下図は各
群の被験者のワークシートから典型的なサ
ンプルを一つずつとったものである。それぞ
れ、左半分がプレテスト、右半分がポストテ
ストに該当する。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
結果として、特にプレテストの達成度が低い
事例に注目した場合、グラフ内外に書き込ま
れているメモの内容から判断して、群 Aでは
ポストテストにおいてプレテストと同様の
描画方略をとっているものが多いのに対し、
群Bでは描画方略が変化している例が顕著に
多いことがわかってきた。より具体的には、
群 Bにおいて、代入計算や図示によって三角
比の計算を実行する場面が目立って減少し、
周期と位相差に基づくパターン的な描画に
方略が遷移している事例が多く観察された。
また、次図は操作中の被験者の手の動きと発
語の状況を記録した録画だが、操作開始後し
ばらくの間は単位円上の点をゆっくり動か
しながらグラフの描かれていく様子を観察
する場面が目立つのに対し、時間の経過とと
もに点を動かす速度が速くなり、より広域的
な形状の観察に移行していることが確認で
きる。さらに、この遷移が確認された後の段

階で、一部の被験者から、単位円上での点の
周期的な運動を体性感覚により認識してい
ることを示唆する発語があった（発表⑦⑨）。
こうした操作時の状況が上述のワークシー
ト上の変化に反映されていることは容易に
想像のつくところである。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 以上の結果からは、数学教育における知識
定着型の活動において、数理的モデルの動的
提示が寄与しうる部分が厳然として存在す
ることが強く示唆されるが、学習者自身がモ
デルを操作することの寄与がより本格的に
期待されるのは、探求型の活動においてであ
ることは言うまでもない。このため、関数の
多項式近似を探索的に行うための下図のよ
うな教材を CindyJS によって作成し、学習者
がこれを操作した際のボタン操作の経過に
ついて、Sportscode を経由して可視化する試
みも行っている（論文②・発表②）。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
さらに、Sportscode によるコーディングの結
果を CindyJS に取り込み、多くのサンプルに
おける時系列的な遷移を一覧に表示したも
のが下図であり、ここからは、操作方針の遷
移を特徴づけられるようなシグナルもいく
つか見出されている（論文①・発表①）。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
このように、学習者の活動を可視化してその
内容を特徴づけるシグナルを探索する研究
は、今後世界的にも広がることが想定される。
本研究のスキームは、こうした方向性に一定
の役割を果たし得るものと期待される。 
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