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研究成果の概要（和文）：確率計画やロバスト最適化といった不確実性下の意思決定のための最適化手法に、リ
スク管理、機械学習、信号処理といった文脈において発展してきた方法論を融合することで、いくつかの汎用的
な方法論を提示した。得られた成果のうち中心的なものは2つある。1つ目は分布的ロバスト最適化モデルが、そ
の内包するパラメータが十分小さいときには、いわゆる平均・分散モデルで近似できることから、パラメータの
チューニングについての示唆を得たこと。2つ目は統計モデルの変数選択などの文脈で現れる基数制約につい
て、連続最適化の表現とアルゴリズムを提示したことである。

研究成果の概要（英文）：By combining optimization methods for decision making under uncertainty such
 as stochastic programming and robust optimization with methodologies developed in various fields 
and contexts such as risk management, machine learning, and signal processing, we provide 
general-purposed methods. Two outcomes form the major part of obtained results. For the first thing,
 based on the observation that a class of distributed robust optimization models can be approximated
 by the so-called mean-variance optimization model when a hyper-parameter is sufficiently small, we 
got suggestions for how to tune the parameter. The second is a method for presenting the so-called 
cardinality constraint that appears in contexts such as variable selection of statistical models by 
using a continuous optimization formulation. We also studied local search algorithms for those 
problems.

研究分野：数理最適化、オペレーションズリサーチ

キーワード： 数理最適化　データ解析　ロバスト最適化　機械学習

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
不確実性を考慮した意思決定の重要性は容易に認識されるが、その方法論は様々な形をとる。本研究課題の成果
は最適化モデリングという、1つのレンズを通して、一見異なるものを眺めることで、既に多くの研究者コミュ
ニティにおいてあまり疑問を持たれずに利用されている方法に対し、中立的立場から検討を行い、汎用性のある
手法を提示したものと考える。これにより、既存の方法論の限界や欠点、特徴が理解しやすくなると同時に、新
たな方法論の創出にも寄与する可能性があると考える。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

実社会・工学に現れる最適化モデルの多くは確率変数を含む関数の期待値の最適化問題とし

て定式化できる。しかし、通常、真の確率分布が未知なために、厳密な最適化は不可能である。

代替手段として標本平均近似（SAA）の最適化が行われるが、得られる最適解は真の最適解か

ら離れ、事後パフォーマンスは劣化する。この問題は分野を超越して普遍的に現れるが、どの

ようにモデル化するかに絶対的な基準があるわけでもなく、解決策は各分野で個別に検討され

てきた。SAAを補強するモデリングとして数理最適化分野で過去 20年ほど人気があるのがロ

バスト最適化である。これは、最適化モデル内の確率変数や推定値を集合（不確実性集合）と

して与え、その集合上で最も都合の悪い値に対する最適化を行う。中でも、想定している確率

分布そのものの不確かさを扱った分布的ロバスト最適化が近年注目を集めている。しかしなが

ら、不確実性集合はユーザ（意思決定者）が与える必要があり、どのように集合を与えたら得

られる最適解の事後パフォーマンスが改善するのかといった理論は発展途上である。 

２．研究の目的 

本研究では分布的ロバスト最適化を出発点とし、事後パフォーマンスの確率的保証を有した

データ駆動型最適化モデリングの枠組みを確立することを目標とした。具体的には、当時まで

に得られていた成果・準備を踏まえ、以下のような段階を計画していた。 

(1) 既存の分布的ロバスト最適化手法の事後パフォーマンスに対する理論の構築 

(2) (1)の一般的拡張。特に、CVaRに基づくロバスト化の理論の構築 

(3) 分布的ロバストな、新しい統計的モデル推定・機械学習手法の提案 

(4) 非凸正則化と非凸リスク尺度への拡張 

 (1)では、機械学習における汎化理論をベースにして、Kullback-Leibler ダイバージェンス

を用いた基本的な分布的ロバスト最適化の事後パフォーマンスに対する理論的な裏づけを導く

ことを想定していた。(2)では、(1)の理論的枠組みを、凸解析や凸リスク尺度の理論（Rockafellar 

& Uryasev, 2013など）を用いて、より一般的な枠組みへと拡張、とりわけ CVaRの新たな利

用法を提示することを想定していた。(3)では、(1)(2)の結果を踏まえ、在庫管理、ポートフォ

リオ選択などの経営科学、ORの問題の他、最小二乗法、最尤法、SVMなどの統計的推定の既

存手法に対する分布的ロバストな新しい方法の提案を目指していた。(4)では、(1)～(3)を踏ま

え、信号処理やポートフォリオ選択などで利用される l0ノルムなどの非凸型正則化やバリュー

アットリスク（VaR）などの非凸リスク尺度へと議論を拡張することを想定していた。 

３．研究の方法 

４．に示すように、大きく 2つのトピックが主成果と言えるが、いずれも、(1)モデリング（定

式化）及び理論的分析と(2)数値計算に基づく実証分析の占める割合がほとんどである。具体的

には以下に示すように、いずれも複数名による共同研究の形で実施し、流動的に役割を分担し

ながら進めた。 

(1) ４．の(1)の課題について、特に、ロバスト最適化モデリングに対する理論的分析につい

ては、シンガポール国立大学の Andrew E.B. Lim 教授、ブリティッシュコロンビア大学の

Michael J. Kim助教と議論を行い、共著論文執筆を行うなど、国際的共同研究の形で行った。

3名の居住地が離れていることもあり、不定期に skypeや eメールによる議論、Dropboxによ

る作業ファイルの共有など、インターネット技術も活用して進めた。４．の(2)の課題について

は、非凸最適化問題としての等価な定式化、アルゴリズムの構築について、東京大学の武田朗



子教授、東野克哉氏（当時、同大修士課程学生）と直接集まって議論を行い、e メールでの議

論や作業ファイルの Dropboxでの共有を行うなどしながら共著論文執筆を行った。 

(2) ４．の(1)の数値計算例については、後藤が担当し、商用の数理最適化ソルバーRNUOPT

を用い、ラップトップ上で実装・数値計算、および、そのとりまとめを行った。４の(2)の課題

の計算・実証分析については、提案アルゴリズムを計算機上で実装し、数値計算ソフト

MATLABを利用して求解を行った。計算機への実装・実験は東野氏が行った。 

４．研究成果 

 研究成果は大きく以下の 2つのトピックにまとめられる。 

(1)分布的ロバスト最適化の定式化に関する理論的考察 

(2)スパース最適化に対する非凸型正則化を用いた定式化とアルゴリズムの構築 

これらについて、以下、やや詳しく記す。 

(1)１．に記したように、分布の不確かさを陽に考慮した方法論として、分布的ロバスト最適

化（DRO）がある。これは想定する分布の範囲を予め集合（不確実性集合）や、ダイバージェ

ンスによる罰則項により与えておいて、その想定範囲内での最悪な分布の下での標本平均に基

づき目的関数を構成するアプローチであり、最も慎重・保守的な評価基準に基づく最適化モデ

ルと言える。現実に適用するには、不確実性集合の大きさ、あるいは、ダイバージェンスの罰

則を規定するあるハイパーパラメータによってそれを決める必要がある。そのパラメータの設

定については、これといった基準がないまま、各ユーザに委ねられてきた。 

本課題では滑らかなダイバージェンスによる罰則項を用いた DRO を考え、その罰則パラメ

ータが、得られる DRO 解に与える感度について理論的な検討を加え、実際的な問題に対して

数値計算を行い、その妥当性について検討を行った。当該 DROの目的関数はパラメータが 0

のとき、いわゆる SAAに等しく、を大きくしていくと、より都合の悪い分布を想定すること

に対応する。そこで、① が十分に小さいとき、当該 DRO の目的関数が、経験分布に基づく

期待利得（=SAAの目的関数）と利得の分散（にと定数を掛けたもの）の和でよく近似できる

こと、② を 0から大きくしていくと、標本の期待利得も分散も小さくなることが期待できる

が、特に、が小さいときには分散の減少の方が、期待利得のそれよりも大きく減少することが

期待できることを理論的に示した。また、実用的なパラメータ設定の方法として、リサンプリ

ング法（具体的にはブートストラップ法）により期待利得と分散のフロンティアを推定し、そ

こからを選択するという方法の提案および数値例の提示を行った。 

最近他の研究者から提示された方法は、不確実性集合が含まれる確率が信頼水準を満たすよ

うにパラメータを設定するというものであった。しかしこの方法は信頼水準として 95、99%と

いった、統計の検定や推定で慣習として用いられる数字を想定しているが、それらを用いると、

過度に保守的な結果になってしまうこと、そもそも事後的な期待利得について何も言っていな

いことなどの欠点があると考えられる。それに比べ、本研究で提示した方法は、データ標本か

らリサンプリング法を用いるというデータ駆動的であり、（最終的な選択をユーザに委ねながら

も）平均と分散のトレードオフという形に帰着し、直感的に決定できるという点で、実用的な

示唆を与えると考えられる。この結果は数度の投稿、改訂を経て、Gotoh, Kim, Lim (2018)と

して、査読付き国際学術雑誌 Operations Research Lettersに収録された。 

(2) 機械学習や信号処理などの分野で、l1ノルムの最小化に基づくスパース最適化モデルがこ

こ 10 数年注目を集めている。たとえば統計モデルに採用するパラメータ数を一定値、たとえ

ば K 以下に抑えるために、統計モデルのパラメータベクトルの l1ノルムを最小にすることで、



効率的に行える。一方、本来、選択する個数を K以下に抑える（基数制約）を課す立場からす

ると、l1制約は必ずしも K以下を達成する保証はない。これは l1ノルムの持つ凸性が、基数制

約が持つ非凸性を無視することに起因していると言える。 

本課題では、l1ノルムに代えて、l1ノルムと最大 k ノルムと呼ばれる別のノルムとの差で表

される非凸正則化項を考え、対応する正則化つき最適化が基数制約付き最適化と等価になる条

件について明らかにした。得られた問題は、DC と呼ばれる構造を持つ、いわゆる非凸型の問

題であり、一般に大域的最適解を（保証付きで）求めるのは困難である。そこで、本課題では、

DC という特性を活かした効率的な局所探索アルゴリズム（PDCA）を提示し、数値実験によ

りその有効性を示した。特に、DCAと呼ばれる、DC構造を持つ問題に対する一般的な局所探

索アルゴリズムでは、各反復において凸型の最適化問題を解くことが必要なため、機械学習な

どで現れる大規模問題に対しては効率的とは言えない。そこで各反復の最適化計算が解析解を

持つように工夫することで、効率性を指向したのが PDCAの特徴である。その結果、ある線形

モデルの回帰推定問題に対し、既存の類似のアプローチよりも効率よく、質の良い解が得られ

る例を示すことができた。これらの結果は Gotoh, Takeda, Tono (2018)として、査読付き国際

学術雑誌Mathematical Programmingに収録された。 

最後に「２．研究の目的」との関連について触れておく。 

研究を進めていく中で、当初の目論見とは異なる部分も出たものの、概ね順調に進めることが

できたと考えられる。 

２．の(1)は機械学習でよく見られる有限サンプルの下でのノンパラメトリックなパフォーマ

ンス保証を記述した汎化理論をベースに、ロバスト最適化の事後パフォーマンスに対する理論

的保証を目指そうと計画したものであった。しかしながら、機械学習においてもそうであるよ

うに、これらの汎化理論が提示する不等式は非常に緩く、それをハイパーパラメータの決定に

用いるというアイデアは実用的でないということを、実際に数値的実験から判断し、別の理論

的分析へと方向転換を行った。（この事後的パフォーマンスに関する理論的結果については、課

題期間中に論文の採択には至っていないが、論文投稿し、現在も改訂を繰り返している。） 

一方で、２．の(2)および(3)については、平均・分散による近似のアイデアを、Kullback-Leibler

ダイバージェンスを含む-ダイバージェンスにも広げたほか、CVaR を含む一般的な凸リスク

尺度に対する DROもやはり、経験的リスクとある量の分散に分解できることを示した（Gotoh, 

Kim, Lim, 2018）。 

(4)は４．の(2)に記したように、DCという構造を持った正則化に関するいくつかの結果を得

た（Gotoh, Takeda, Tono, 2018）。非凸型のリスク尺度については引き続き検討を続けている。 
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