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研究成果の概要（和文）：1) フロアー制約を持つ動的効用最大化問題の凸双対法アプローチを開発した。既存
研究との関連を明らかにした。一般には双対問題は特異＋通常連続型の混合確率制御問題として定式化される。
2) 完備市場下で双対問題の"微分"にあたる最適停止問題の研究を行った。最適ポートフォリオの構成に最適停
止境界の計算が必要になるが、これは最適停止問題（＝自由境界問題）で最も難しい部分であり、数値計算手法
として確率アルゴリズム（Robbins Monroe法）の適用を考察した。
3) 関連問題として、行列値ファクター、無限次元ファクター、ランダムマルコフブリッジモデルを用いた効用
最大化問題の解析の研究を行った。

研究成果の概要（英文）：1) Dual formulation for dynamic utility maximization (of terminal wealth and
 consumption) is explored. In general, dual problem is formulated as a mixed stochastic control 
(singular+continuous regular) problem. 
2) Under complete market setting, "differential" of the dual problem, which is an optimal stopping 
problem is explored. For constructing optimal portfolio, one needs to compute optimal stopping 
boundary (i.e., the free boundary of the associated free boundary problem), which is a difficult 
part of optimal stopping problem. As a numerical approach, an application of stochastic algorithm 
(Robins Monroe algorithm) is considered and explored. 
3) As related studies, various factor models (i.e., matrix-valued factor, Hilbert valued factor with
 delay, and randomized Markov bridge factor) are considered and using them, utility maximization 
problems are explored. 

研究分野： Mathematical Finance
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
長期間最適ポートフォリオの考察においてダウンサイドリスクのコントロールは大変重要である。したがって、
動的最適化とポートフォリオインシュアランスを組み合わせたフロアー制約付きポートフォリオ最適化問題の研
究は理論的のみならず応用上も重要である。一方、この問題を高次元（多種の資産を用いたポートフォリオ）の
設定で数値解析してゆくことは大変困難な問題であると認識されている。本研究では、凸双対法を用いたアプロ
ーチを開発し、さらに確率アルゴリズムを用いた数値計算法や、高次元でも明示的最適解が求まるような行列値
ファクターモデル、ヒルベルト値ファクターモデル、ランダムマルコフブリッジモデルの研究を行った。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
ダウンサイドリスクを制御しながら行う動的ポートフォリオ最適化は、近年の資産運用実務に
於いて重要な視点の一つである。一方、Leland and Rubinstein (1976) により提示された 
OBPI(Option-Based Portfolio Insurance), Black and Perold (1992) や Perold and Sharpe 
(1988) 等で提案された CPPI(Constant Proportion Portfolio Insurance), Gerber and Pafumi 
(2000), Gerber and Shiu (2003)等が開発した DFP(Dynamic Fund Protection) などの動的ポ
ートフォリオインシュランス技術は、投資家のポートフォリオ価値が常に所与のフロアーを下
回らないような運用戦略を具体的に構成する技術であり、ダウンサイドリスク軽減に対する一
つの解答を提示していると考えられる。これらに触発されて、ポートフォリオインシュランス
技術と動的ポートフォリオ最適化技術を統合させる研究、すなわちフロアー制約を設けた動的
ポートフォリオ最適化問題の研究が El Karoui, Jeanblanc and Lacoste(2005) El Karoui and 
Meziou (2006), Di Giacinto, Federico and Gozzi (2011), Sekine (2012, 2013) 等により行われ
てきた。特に、Sekine (2012, 2013) の中では、ポートフォリオ価値の長期間漸近成長率（所
謂長時間リスク鋭感的指標）が最適化指標に採用され、一般的な設定（非完備市場モデル + 確
率的ベンチマークをフロアーに採用）下で最適ポートフォリオが具体的に構成された。一方で、
単純化された最適化指標（長期間漸近成長率）を採用して最適化することの欠点も指摘された。
その後応募者は、この欠点を克服するべく、フロアー制約付き有限期間最適投資・消費問題 (所
謂 Merton 問題) の研究に Fausto Gozzi 博士 (LUISS, Roma, Italy), Salvatore Federico 
博士 (University of Milano, Italy) と共同で取り組み、現在部分的な解決に至っていた状況で
あった。また、この研究は状態空間に制約を課した確率制御問題の解析の一種とみることがで
き、この観点からも興味深い研究と捉えていた。 
２．研究の目的 
フロアー付き動的効用最大化に関する研究を発展させること、特に凸双対法の適用を考察する
こと、さらにその数値解法に関する研究を行うこと。また関連した研究、例えば、状態変数が
高次元でかつ取り扱い易いファクターモデルの開発することや、最適ポートフォリオに影響を
及ぼす情報系（フィルトレーションの構成）の研究を推進すること。 
３．研究の方法 
・凸双対法の開発を推進し、既存研究との関連を探る。 
・高次元モデルへの適用に関する研究：特にファクターモデルに関する最適停止問題の最適停
止境界の数値計算についての考察を行う。 
・明示的最適解が求まるような設定：取り扱い易いファクターモデルの開発を追求する。 
・無限次元ファクターモデルや時間遅れを持つファクターモデルに関して双対問題の解の性質
を調べ、さらにこれを用いた主問題の解：最適ポートフォリオの構成について考察する。 
４．研究成果 
・凸双対法の開発が行われた：双対問題は特異型と通常の連続型制御の混合問題として構成さ
れる。特に完備市場モデルを考えると、双対問題は特異型確率制御問題として定式化される。 
・最適ポートフォリオの構成には、双対問題の「微分」にあたる最適停止問題と連続型制御の
混合問題を解くことが重要になる（完備市場モデルの場合は最適停止問題）こと、特に最適停
止境界（自由境界）の計算が必要になることが明らかとなった。 
・多次元 Black-Scholes モデルとべき型効用を用いた無限期間最適消費問題を設定すると、明
示的な最適解を計算することが可能になることが明らかとなった。 
・最適停止問題の最適停止境界の計算に確率アルゴリズム(Robbins Monroe アルゴリズム)が有
効であること、実際の問題への適用には微妙な「チューニング」（初期値の設定やステップ幅の
設定など）が重要となることが確認された。 
・Wishart 型行列値飛躍拡散過程をファクターに持つマーケットモデルに関してリスク鋭感的
動的ポートフォリオ最適化問題の解析を行い、有限期間、無限期間どちらの問題についても（次
元に依らず）明示的な最適解の表現が得られることを示した。より具体的には、有限期間では
行列型 Riccati 常微分方程式の解、ある線形微分方程式の解、これらの解の積分、を用いて最
適ポートフォリオが構成できる。無限期間では行列型代数 Riccati 方程式の解、ある線形代数
方程式の解、を用いて最適ポートフォリオが構成できる。 
・終端値をランダム化したマルコフブリッジモデルを開発し、関連した確率フィルタリングの
研究を実施した。条件付事後確率の明示的公式を与えた。その時間発展に関する方程式（いわ
ゆる Kushner-Stratonovich 方程式）を導出した。一般に非線形確率フィルタリングは無限次元
の状態変数を持つ問題になるが、この場合は有限次元のマルコフ的状態変数が得られることが
示された。さらにこの研究が資産価格モデルを構成するファクターのモデルに応用できること
を示した。応用を意識した例として、ガウスマルコフ過程の終端値を歪めた分布で与える歪正
規過程モデルを開発した。その性質を調べ条件付期待値の計算方法を示した。 
・Hilbert 空間に値をとり、さらに時間遅れも含むような無限次元ファクターモデルを開発し、 
これを用いて動的期待効用最大化問題の解析を行った。双対問題が無限次元 Kolmogorov 後退方
程式の解を用いて解かれること、さらに主問題の解：最適ポートフォリオの計算が可能となる
ことを示した。 
・ペアトレーディングのモデルとしてスプレッドが一般的一次元拡散過程で与えられているモ
デルを提案し、これを用いて閾値を設定して行う長時間最適ペアトレーディング戦略の明示的



計算を行った。さらにこの戦略が漸近的裁定機会を産むことを示した。 
・将来キャッシュフローに関するノイズを含む予測をモデル化し、情報系（フィルトレーショ
ン）の拡大問題として解析した。これを資産価格付けや均衡金利モデルに応用し、予測に基づ
く資産価格過程や金利過程の導出を行った。 
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