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研究成果の概要（和文）：非負制約付き最小二乗問題を、絶対値変換により制約なしの最小問題を繰り返し解く
事に帰着する方法を開発し、その収束性を証明し、優位性を示した。また、同手法を画像修復問題に応用し、そ
の有効性を示した。更に、信号処理等で有用な非負値行列因子分解にも応用し、その優位性を示した。
半正定値対称な行列を係数行列とする最小二乗問題に対して、右前処理MINRES法が破綻なく収束することを示
し、Eisenstat-SSOR法を右前処理に用いる手法を提案し、その優位性を示した。我々が提案した内部反復前処理
クリロフ部分空間解法を、線形計画問題の主双対内点法の各反復で生じる最小二乗問題に適用し、その有効性を
示した。

研究成果の概要（英文）：We developed a method for nonnegative least squares problems by using a 
modulus transformation which reduces the problem to solving a sequence of unconstrained least 
squares problems, proved its convergence and showed its superiority. We also applied the method to 
image restoration problems and showed its effectiveness. Further, we applied it to nonnegative 
matrix factorization (NMF), which is useful in signal processing etc., and showed its superiority. 
We showed that the right preconditioned MINRES method converges without breakdown for least squares 
problems whose coefficient matrix is symmetric positive semidefinite, and proposed using the 
Eisenstat-SSOR method for the right preconditioning, and showed its superiority. We applied our 
inner iteration preconditioned Krylov subspace method to least squares problems arising in each 
iteration of the primal-dual interior point method for linear programming problems, and showed its 
effectiveness. 

研究分野：数値解析

キーワード： 最小二乗問題　クリロフ部分空間法　非負制約付き最小二乗問題　画像復元　非負値行列因子分解　線
形計画問題　共役勾配法　主双対内点法
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１．研究開始当初の背景 

  我々は既に内部反復前処理を用いた大規

模最小二乗問題の反復解法を開発していた

(1,2)。 

また、特異で非対称な連立一次方程式に対

する解法(GMRES 法)の収束理論を確立し

ていた(3)。 

さらに、薬物動態モデルのパラメタ推定の

ために、劣決定逆問題に対する Cluster 

Newton法を開発していた(4)。 

 

２．研究の目的 

  我々が開発した内部反復前処理を用いた

大規模最小二乗問題の反復解法(1,2) をも

とに、大規模な非負および箱型制約のつい

た最小二乗問題の反復解法を開発し、その

画像再構成などへの応用を行う。また、非

線形最小二乗問題や、線形計画問題の内点

法による解法に応用する。 

さらに、特異系、特に対称半正定値およ

び不定値な系に対する前処理付き反復解法

を開発し、電磁界解析など、偏微分方程式

の離散近似解法へ応用する 

また、Cluster Newton 法を薬学の実場

面へ応用し、手法を改良するとともに、他

分野の問題に適用する。 

 

３．研究の方法 

 非負制約付き最小二乗問題に関しては、

絶対値変換を用いて制約なしの問題を繰り

返し解く問題に変換し、各制約なしの最小

二乗問題は共役勾配法(CGLS 法)で解く方

針を立て、ランダムな行列および画像再構

成問題の例で数値実験により従来法と比較

した。 

 線形計画問題の主双対内点法への我々の

最小二乗問題の反復法の応用に関しては、

内点法に詳しい土谷隆教授と共同研究を行

い、従来法と数値実験により比較を行った。 

 対称半正定値問題の反復解法に関しては、 

対称正定値な右前処理行列を計量とした内

積を導入することにより「対称化」を行い、

MINRES法を適用した。前処理としては、 

行 列 ベ ク ト ル 積 を 節 約 で き る

Eisenstat-SSOR 法を用いた。手法の評価

には、ベンチマーク行列や、辺要素を用い

た電磁界解析で生じる対称半正定値問題を

用いて従来法と比較した。 

 Cluster Newton 法の実用化と改良に関

しては、WHO の青木康憲研究員および理

化学研究所の杉山研究室と共同研究を行っ

た。 

 

４．研究成果 

 我々は、非負制約付きの最小二乗問題を、

絶対値を用いて制約なしの変数に関する不

動点問題に変換して共役勾配法による内部

反復を用いて解く反復解法を開発した。更

に、この手法を改良した。具体的には、同

手法を用いて変数が 0 の値をとる active 

set とそうでないものに分類し、次に 0 値

をとらない変数に限定して射影勾配法を適

用することにより高速化し、その収束性を

理論的に示した。その結果、従来法より頑

健で高速であることを、様々な非負制約付

きの最小二乗問題での数値実験により示し

た。さらに、提案手法を画像修復問題に応

用し、従来法より良い修復画像が得られる

ことを示した。これらの成果をまとめた英

論文がトップジャーナルに掲載された[3]。

また、同手法とチコノフの正則化を画像復

元に応用した共著英論文が掲載された[2]。 

 さらに、信号処理で有用な非負値行列因子

分解(Nonnegative Matrix Factorization, 

NMF)の交互最小二乗法の各反復が多数の

右辺項に対する非負制約付き最小二乗問題

であることに着目し、我々の手法を応用し、

多数の右辺に対する active-set法を提案す

ることにより高速化し、従来法よりも優れ

ていることを数値実験により確認した(①)。



現在英論文を執筆中である。 

 一方、箱型制約のついた最小二乗問題の 

反復解法については、非負制約の場合の絶

対値変換を拡張した手法を開発し、初期的

な成果を得た(④)。 

 半正定値対称な行列を係数行列とする最

小二乗問題に対して、右前処理 MINRES

法が破綻なく収束することを証明し、

Eisenstat-SSOR 法を用いた右前処理を用

いることにより、従来法より高速に、頑健

に解くことがでることを、電磁界解析で生

じる系などの数値実験により示した。また、

収束が停滞した場合に現在の解を初期解と

して再出発することにより解の精度を改善

できることを数値実験により検証した。こ

れらの成果をまとめた和文論文誌が掲載さ

れた[4]。さらに、右辺が係数行列の像空間

に含まれない場合の証明も加えた英論文を

投稿し、現在査読結果に基づいて微修正中

である。 

我々が提案した最小二乗問題の内部反復

前処理クリロフ部分空間解法を、線形計画

問題の主双対内点法の各反復で生じる劣決

定の連立一次方程式の解法に適用し、ラン

ク落ちや悪条件の場合にも頑健に解けるこ

とを示した。特に、幅広いベンチマーク問

題に対して、直接法や反復法を用いる多く

の公開プログラムと比較し、提案手法の有

効性を示した(⑤)。また、成果を英文誌に

投稿し、現在査読結果に基づいて修正して

いる。 

 一方、悪条件の劣決定最小二乗問題に対

して、正規方程式を用いて右前処理付き一

般化残差最小(GMRES)法を安定に収束さ

せる方法を開発した(②)。その成果に基づ

き、現在英論文を執筆中である。 

 薬物動態モデルのパラメタ推定のための 

Cluster Newton 法については、薬学の研

究者と共同研究を行い、実際的な場面で使

うことにより、改良すべき点が明らかにな

った。それに基づいて手法を改良し、プロ

グラムを薬学関係者に配布し、使ってもら

うとともに、英論文を執筆中である。 
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