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研究成果の概要（和文）：主に荒川-金子と金子-津村の多重ゼータ関数および、その正と負の整数点での値すな
わち多重ゼータ(スター)値と多重ベルヌーイ数について研究を行った。和山氏との共同研究ではこれらのゼータ
関数のt-補間を定義し、その値について正の場合はt-多重ゼータ値、負の場合はLanden型の補間をした多重ベル
ヌーイ多項式で明示した。佐々木氏との共同研究では多重ベルヌーイ数の有用な漸化式を解明し、川﨑氏との共
同研究では多重ベルヌーイ多項式の生成アルゴリズムを解明し多重ポリログとの新たな関係を指摘した。さらに
2色有向グラフと多重ゼータ値の関係を証明の簡素化に応用する研究など多種の課題に取り組んだ。

研究成果の概要（英文）：We mainly studied multiple zeta functions defined by Arakawa--Kaneko and 
Kaneko--Tsumura, and their values at both positive and negative integral points, namely multiple 
zeta and zeta-star values and multi-poly-Bernoulli numbers. In particular, we defined 
t-interpolation of Arakawa--Kaneko and Kaneko--Tsumura multiple zeta functions and gave its special 
values at positive integral points in terms of t-multiple zeta values, and also gave its values at 
negative integral points in terms of Landen type interpolated multi-poly-Bernoulli polynomials. 
Moreover as a joint work with Sasaki, we obtain a kind of recursion relation of multi-poly-Bernoulli
 numbers. As a joint work with Kawasaki, we found a type of generating algorithm of 
multi-poly-Bernoulli polynomials, and newly pointed out a basic connection of them to truncated 
multiple zeta values. Moreover we studied many topics including the usage of relations among 
two-colored ordered graphs and multiple zeta values.

研究分野： 数論

キーワード： 多重ゼータ値　多重ベルヌーイ数　有向グラフ　荒川金子ゼータ関数　概均質ベクトル空間　反復積分
　2元3次形式　簡約理論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
整数論における対称性に優れた研究対象のひとつとしてゼータ関数とのその特殊値がある。この多変数化あるい
はポリログを用いた深化版も含めて、その関数そのものや特殊値のもつ潜在的な対称性や調和についてあまさず
解明することを目標として研究を推進している。このように数論的に優れた性質とされる特徴を持つ関数の理論
は有効で、身近な例におけるガロア理論や超幾何関数の理論、数理物理や結び目の不変量の理論とも強い繋がり
をもつ。この領域に広がる重要性の高い多重数列について、その対称性の高い関係を構造的あるいは統一的に解
明することに取り組み、それらの値の生成する有理数体上の環の構造を解明するための情報を多数収集した。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
 様々な必要性から定義されている多様なゼータ関数とその特殊値について、垣間見える優れ
た性質に比して知られている事柄はまだまだ少ない。多変数を含むゼータ関数の多くは古典的
なリーマンゼータ関数の一般化であり、リーマンゼータ関数のもつ多数の優れた性質を受け継
ぐことが知られあるいは期待されている。例えばオイラー由来の多変数化のひとつである、多
重ゼータ関数については、特殊値の間の極めて簡素な対称性が知られているほか、Arakawa
と Kaneko によってポリログを用いて定義された多重ゼータ関数とも繋がりを持つなど、不思
議な調和が見て取れる。超幾何関数との相性にも優れ、厳選されたパラメータを抽出し、それ
に基づく母関数を構成することで、超幾何関数の優れた性質に議論を持ち込める場面も多数存
在する。幾何学的な不変量との関わりも徐々に解明されつつあり、このような多種多様な分野
や対象の重要な性質と陰に陽に繋がりをもつことが次第次第に解明されつつある。代表者は特
殊値そのものの性質と併せて特殊値や関数の相互関係に注目してこれまで研究を展開してきた。
とりわけ、多重ゼータ値のなす環の構造解明、およびそれに連関する各種の数列すなわちベル
ヌーイ数やオイラー数や自己同型性を持つグラフのつくる数列、2 元 3 次形式の類数などの、
数論的性質や相互関係などに主軸を置いて、特殊値そのものの性質の解明と併せて研究を行っ
てきた。本研究はそのさらなる進展と深化を目指したものである。 
 
２．研究の目的 
 
 リーマンゼータ関数のポリログを用いた一般化である Arakawa-Kaneko のゼータ関数とそ
の類似である Kaneko-Tsumura のゼータ関数は、負の整数点では期待通りの多重ベルヌーイ
数を値にもつが、正整数点では、不思議なことに、多重ゼータ値と多重ゼータスター値を特殊
値にもつ。従来からベルヌーイ数の定義には大別して 2 つの流儀があり、我々はそれぞれを B
タイプ、C タイプと呼ぶことにしている。古典的な場合に数列としての差は第 2 項の正負の差
のみであり、その他は一致し区別がつけがたいが、多重化した場合には相互関係は解明されて
いるものの、互いにやや異なる挙動をとる。謎なのは、これら 2 種の多重ベルヌーイ数が、そ
れぞれ上述の Arakawa-Kaneko と Kaneko-Tsumura のゼータ関数の負の整数点での値として
現れることで、これらのゼータ関数をも言わば B タイプと C タイプに区別しているように見受
けられる。そしてそれらのゼータ関数の正整数点での値は、多重ゼータ値と等号付き多重ゼー
タ値というこちらも古典的に自然に 2 種類定義されている実数とそれぞれ結びつく。元来、多
重ゼータ値が等号付きか否かということと、ベルヌーイ数の B タイプ C タイプは同じ方向性の
話題ではない。しかし、このように対として存在した２組が見事にパラレルに関係付けられる
ことは大きな謎と言わざるを得ない。このように多重ゼータ値、多重ベルヌーイ数、多重オイ
ラー数、2 元 3 次形式の類数、グラフの個数から定まる数列などは、各々謎めいた対称性と調
和を携えており、その現象には気付くことができても背後に隠れた原因について解明できてい
る事実は非常に少ない。他方優れた対称性を備える数学的対象は社会技術への転用の可能性を
多く含み、楕円曲線暗号などの例を挙げるまでもなく多数の数学的成果が活用されている場面
は多い。数学的により自然な対象におけるより豊かで優れた調和と対称性は、将来の社会基盤
を支える一助となる期待が大きく、その詳らかな解明こそが研究の目的である。 
 
３．研究の方法 
 
 先に述べたように多重ゼータ関数の特殊値の間の関係式族は多種多様な理論と手法から導か
れるものであるが、その中で近年登場した有限 2色半順序集合のハッセ図を用いた反復積分値
のグラフ表示（Yamamoto の積分表示）を用いる手法や、複シャッフル関係式の 2変数非可換多
項式環のワードとしての記述、良質のパラメータに注目することによる母関数とその（超幾何）
微分方程式の算出、あるいは古典的な合同式による数列の一般項の持つ数論的性質の解明、ま
た組合せ論において知られた対象との相互関係の解明などの具体的な手法を用いて、多角的に
ゼータ関数および多重ゼータ関数の特殊値のもつ対称性と調和について解明を進めた。 
 
４．研究成果 
 
 リーマンゼータ関数のポリログを用いた一般化である Arakawa-Kaneko のゼータ関数とのそ
の類似であるKaneko-Tsumuraのゼータ関数について和山氏との共同研究においてt補間を与え
た。これは、通常考えられていたような t補間されたポリログではうまく構成できず、ランデ
ン型接続公式を踏まえたポリログの補間を準備し、それを用いて t-Arakawa-Kaneko ゼータ関数
を定義した。正整数点での特殊値は、Yamamoto の t-多重ゼータ値が現れ、負整数点での値とし
ては、ランデン型の補間ポリログによって定義される多重ベルヌーイ多項式に相当するものが
現れた。また同様の手法で、Kaneko-Tsumura のゼータ関数の側から補間ゼータ関数を定義した
場合に、前者との関係が tと 1-t の取りかえというシンプルな変換で一致することも解明し、
改めて対称性に優れた関数が得られることが判明した。また、川﨑氏との共同研究では、
Yamamoto による 2色ポセットに付随する積分のグラフ表示を用いて、Kaneko-Tsumura によって



得られていた Arakawa-Kaneko および Kaneko-Tsumura のゼータ関数の正整数点での特殊値の多
重ゼータ値による明示公式に、より視覚的な別証明を与え、論文発表も完了した。佐々木氏と
の共同研究では、ポリオイラー数の数論的および組合せ論的性質を解明した論文を公開し、多
重ベルヌーイ数とその一般化について、ハンケル行列を用いた計算から見出される漸化式を 2
通りに証明した。この漸化式は多重ベルヌーイ数の場合にその性質から、上指数の変化に対す
る漸化式と見ることもでき、通常の下添え字に関する漸化式とは趣を異にする。またこういっ
た固定された上指数に関する閉じた形での漸化式の存在の有無が、多重ベルヌーイ数を定義し
た Kaneko の著書において検討されるべき問題として挙げられているが、これにポジティブな答
えを与えた結果ともいえる。また小松氏との共同研究では、レーマー型のベルヌーイ数の一般
化について詳細な研究を行い、具体的にレベル３の場合（すなわちレーマーの扱ったケース）
において、この数列のもつ合同関係式について成果を得た。また川﨑氏との新たな共同研究に
おいて、既存の Akiyama-Tanigawa と Chen のアルゴリズムの捩れをほどき、それによって多重
を含むベルヌーイ多項式に対する一般的な生成アルゴリズムを得た。この生成アルゴリズムの
整頓と一般化自体もこの数列の調和を表現しているが、加えて多重インデックスの多重ベルヌ
ーイ数の場合の初期数列の情報から、このアルゴリズムと多重ポリログあるいは切断多重ゼー
タ値との新たな関わりが見えた点も収穫であった。また代数体に付随する整数環上での２元３
次形式の類数に関する計算を行い、情報を収集した。またグラフの数え上げについても一般的
なグラフに巡回置換を導入し、有限群の操作として同型性を見る研究も行った。ほか多様な視
点での研究討論を行った。これらの成果について、順次論文を執筆し、一部が公開を済ませた。
また、サンテチェンヌ大学、リール大学、台湾大学での国際研究集会における講演をはじめと
して、多数の学会口頭発表により成果を公開した。また、各年度 5回、4年間の合計 20回の関
西多重ゼータ研究会を共同で主催したほか、Gangl を招いての国際研究集会や、若手育成のた
めの青葉山ゼータ研究集会など、複数の研究集会を主催者として開催した。    
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