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研究成果の概要（和文）：2015年度～2020年度に渡り、クラスター代数と結晶基底の関係について、単項式表示
や多面体表示などを用いて具体的に記述する研究を実施した。
２重Bruhat cell上の座標環が持つクラスター代数の初期クラスターについて、Demazure 結晶の単項式表示を用
いて具体的に記述し、さらに、A型の場合に、Coxeter元からきまる２重Bruhat cell 上のクラスター代数のすべ
てのクラスター変数を結晶基底の単項式表示を用いて記述した。クラスター多様体と呼ばれる幾何学的対象上に
幾何結晶の構造を導入することにも研究の方向を広げた。これらの成果については学術誌に掲載済みである。

研究成果の概要（英文）： We studied on the subject of the relation between cluster algebras and 
crystal bases by using the method of monomial realizations and polyhedral realizations among 2015~
2020.
We succeeded in describing the initial cluster of the cluster algebras on double Bruhat cells in 
terms of monomial realizations of certain Demazure crystals. Moreover, for type A, we also succeeded
 in describing all cluster variables of the cluster algebras on the double Bruhat cell determined by
 Coxeter elements. We extend our interest to inducing geometric crystal structure on cluster 
varieties. All these results have been published in academic journals. 

研究分野：代数学、結晶基底、量子群

キーワード： 結晶基底　クラスター代数　幾何結晶　熱帯化　２重Bruhat cell

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
結晶基底と現在、活発に研究が進んでいるクラスター代数との具体的な関係について明らかにした。まだまだ、
わかっていないことが多いが、それだけに新しい発見が期待できる研究であるといえる。とくに、potential と
呼ばれる多様体上の函数については有限次元リー代数の場合のみならず、無限次元のKac-Moody リー代数の場合
にも構成ができると期待できる成果を得られた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
結晶基底の理論は１９９０年頃柏原正樹により創始され、以来量子群の表現論のみなら

ず、位相幾何学、代数群の表現論、組合せ論、数理物理の研究などに大きな影響を及ぼ

し、今なお活発に研究が推進されている。結晶基底の理論の特色は、古典的なリー代数の

表現論では考えることができない結晶化–つまりパラメーターのq を0 として考えること

により複雑な現象を簡単化し、様々な組合せ論的な記述を可能にしたことにある。 

クラスター代数の理論はS.Fomin とA.Zelevinsky により発見され、現在、急速に発展して

いる研究分野である。元来、クラスター代数はupper 大域基底の積表示についての研究か

ら派生したものであった。その出自から、結晶基底とクラスター代数の間になんらかの関

連が見出されることは、十分に期待され得るものであったが、ここで、double Bruhat cell 

upper クラスター代数と結晶基底の単項式表示の具体的な関係について、その端緒が発見

されることとなった、ここで、B_はリー群G のボレル部分群、u; v はワイル群の元であ

る。さて、クラスター代数とは、おおまかに次のようなものである：クラスター変数と呼

ばれる変数の組x = (x1,…., xn) とある種の条件を満たす整数行列M の組(x;M) をシード

（種）と呼び、これらをミューテーションと呼ばれる変換則に従い変換し、そこに現れる

すべての変数で生成される代数をクラスター代数と呼ぶ。このクラスター代数が大きく発

展してきた背景には、創始者たちの予想を超える広がりがあったことは間違いない。ルー

ト系の理論やリー理論の拡張概念の構築のみならず、有限次代数の表現論、数理物理、

WKB解析、Poisson 幾何、圏化などの理論との関係が明らかになるたびに、その重要性が

急速に認識されていった。 

申請者は前研究課題の研究途上、飾り付き幾何結晶と呼ばれるものの飾り関数が結晶基底

の単項式表示により記述できることを示した。その研究において重要な役割を果たしたも

のが一般化された小行列式(generalized minor) である。このgeneralized minor がdouble 

Bruhat cell上のupper クラスター代数を記述していることが、この研究に結びついてい

る。 

2. 研究の目的  

過去の研究において、申請者らはA 型リー代数の場合に(u; e) タイプのdouble Bruhat cell 

に対して各クラスター変数の具体的な形と結晶基底の単項式表示との関係を記述した。そ

こで、まず、A 型の場合に、より一般のタイプに対してクラスター変数を具体的に記述

し、さらに結晶基底の単項式表示との関係について明らかにしたい。(u; e) タイプの場合

は、長方形ヤング盤に対応する結晶基底のみが現れたが、一般の場合はいくつかの例によ

り、必ずしも長方形の場合だけではないことが予想されている。そこで、(u; e) タイプの

場合にも用いたDemazure 結晶が、その記述に重要な役割を担っていると期待される。こ

のDemazure 結晶はワイル群の情報を持っているので、一般のタイプのクラスター変数の

記述には欠くことが出来ないものと考えている。 

さらに、A 型のみならず所謂古典型のリー代数、代数群の場合が次なる目標となる。これ

らは、A 型の場合の手法がある程度使えるということと結晶基底の具体的な記述がなされ

ているので、うまく記述できることが期待される。しかし、A 型以外の場合はクラスター

変数の具体的記述以外の自明でない正係数が登場することがいくつかの例からわかってい



 

 

る。これらについて、その意味と理由について表現論や幾何学の立場から明らかにするこ

とも研究目標とする。 

また、有限型のリー代数、代数群のみならずアファイン型などの無限次元Kac-Moody リー

代数の場合も研究の対象としたい。アファイン型の理論には、もともとq-指標などの理論

があり、結晶基底の単項式表示との関係も深い。特にtrancate されたq-指標と、クラスタ

ー代数はその繋がりが知られている([HL]) ので、trancate されたq-指標と、このDemazure 

結晶との関係についても考察し、研究目標の１つとする。 
 
 
3. 研究の方法    
既存の結果をふまえ、より一般のタイプの場合のdouble Bruhat cell 上のupper cluster 

代数に対して、各cluster variable が結晶基底の単項式表示で記述されるかをみるため、

多くの具体例を計算する。かなり大きいサイズの行列を計算する必要も出てくると予想さ

れるので、効率的なアルゴリズムを考えていきたい。また、中筋による解析数論の立場から、

関連するいくつかの特殊関数についての考察も行いたい。そうした特殊関数とcluster 代

数、Demazure 結晶などとの関連について実験的な計算を実行し、新しい関係を見出す。 

 

４．研究成果  

結晶基底の理論は１９９０年代に導入され、その後多くの分野と結びつきながら発展した。

その中で、S.FominとA.Zelevinskyにより発見されたクラスター代数は現在広く世界中で研

究が活発に進展しており、当該研究の主題はこのクラスター代数とその元になった結晶基

底の関係について、これまでとは違った視点、つまり、単項式表示や多面体表示などを用い

て具体的に記述することにある。 

これまで明らかになっているのは２重 Bruhat cell G(u,e)上の座標環が持つクラスター代

数としての構造のうち初期クラスターとよばれるものについて、Demazure 結晶の単項式表

示を用いて具体的に記述したことである。さらに、金久保有輝とともにA型の場合に、

Coxeter元からきまる２重Bruhat cell 上のクラスター代数のすべてのクラスター変数を結

晶基底の単項式表示を用いて具体的に記述することにも成功し、学術誌にすでに論文が掲

載 さ れ て い る 。 そ こ で は 、 preprojective 代 数 の 加 群 の 圏 を 用 い て additive 

categorification という手法が重要な役割を果たした。また、クラスター多様体と呼ばれ

る幾何学的対象上に幾何結晶の構造を導入することにも研究の方向を広げている。クラス

ター多様体にはA多様体とX多様体という対になったものが定義されている。この２つのト

ロピカル 双対についてのFock-Goncharov 予想というものが提示されて、幾何結晶の

tropicalizationとの関係が期待されている。こちらについてもすでに学術誌に論文が掲載

済みである。最近ではpotential とよばれる多様体上の関数が幾何結晶、結晶基底そしてク

ラスター代数をつなぐ重要な対象であると認識しその具体的な構成や応用についての研究

も行い、現在投稿中である。中筋はゼータ関数を通じて解析数論の立場から研究を遂行して、

五味はHecke環の立場から研究を遂行した。。 
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