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研究成果の概要（和文）：半単純対称空間に対するカルタン分解の一般化として，簡約型球等質空間に対するカ
ルタン分解を明示的に与えた．これを用いることで，簡約型球等質空間への極大コンパクト部分群の作用による
スライスを具体的に与えることに成功し，この作用が可視的であることを証明した．また，本研究に付随して，
非コンパクト半単純対称対と可換なコンパクト対称三対との間に双対定理を完成させた（馬場蔵人氏，井川治氏
との共同研究）．さらに，複素ハイゼンベルグリー群の等質空間に対する可視的作用の理論が進展した（Ali 
Baklouti氏との共同研究）．

研究成果の概要（英文）：We give an explicit description of a Cartan decomposition for spherical 
homogeneous spaces of reductive type as a generalization of a Cartan decomposition for semisimple 
symmetric spaces. Using this, we prove that the maximal compact group action on a spherical 
homogeneous space of reductive type is visible by constructing a slice due to its Cartan 
decomposition. Concerning to this study, we provide a duality theorem between non-compact semisimple
 symmetric pairs and commutative compact symmetric triads (joint work with Kurando Baba and Osamu 
Ikawa). Moreover, we study visible actions on complex Heisenberg homogeneous spaces (joint work with
 Ali Baklouti). 

研究分野： リー群と表現論

キーワード： カルタン分解　簡約型球等質空間　可視的作用　制限ルート　不変測度　双対定理　ハイゼンベルグ等
質空間

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究結果により，簡約型複素等質空間に対して可視的作用を持つこととそれが球等質空間であることが同値で
あり，表現論の無重複という性質と複素幾何における可視的作用という性質の深い関係が明らかになった．特に
簡約型複素等質空間に対する可視的作用の分類が得られた．また，非対称な簡約型球等質空間に対してもカルタ
ン分解を明示的に与えたことにより，その手法は簡約型実球等質空間に対しても適用できると予想される．さら
に，本結果を用いて，半単純対称空間の一般化として制限ルートの理論あるいは調和解析の発展が期待される．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
小林俊行（東京大学）によって提唱された複素多様体における可視的作用により（2005 年），

これまで散在的に発見されていた無重複表現の「無重複」という性質に対して統一的解釈を与え
るという理論が進展している（無重複性の伝播定理，2005 年，2013 年）．可視的作用の理論にお
いて，群作用による各軌道と交叉する部分多様体（これを以下スライスという）および各軌道を
保存する反正則微分同相の構成が必要である．この問題は，群の作用する多様体の幾何構造の研
究，あるいは等質空間に対する群の分解定理など，表現論以外からその重要性が認識されつつあ
る．研究代表者は，可視的作用の分類理論の構築を研究テーマの１つに定め，これまでに線型空
間や複素冪零軌道に対する理論を完成された．本研究課題の対象である簡約型球等質空間は，半
単純対称空間を含むクラスで，その上の関数空間に定まる表現が無重複に既約分解されるとい
う性質をもつ．一方で，無重複性の伝播定理を適用すると，簡約型複素等質空間に対して，極大
コンパクト部分群の作用が可視的であることはそれが球等質空間であるための十分条件である．
よって，簡約型複素等質空間における可視的作用の分類理論は，球等質空間，特に非対称な場合
における可視的作用の研究を遂行することにより達成される． 
前研究課題（科研費，課題番号：24740026）の助成を受けて，非管状型エルミート対称空間の

複素化上の直線束（2010 年，2015 年）やケーリー型球等質空間の一部に対して（2011 年）可視
性の証明を与えたが，その証明において非コンパクトな簡約リー群のカルタン分解を具体的に
与えることによりスライスを構成した．これらの先行結果で得た，いくつかの半単純対称空間に
対するカルタン分解の「編み上げる」という手法を，他の簡約型球等質空間に応用する形で本問
題の解決を目指し，本研究課題をスタートした． 
一方で，簡約型球等質空間は，半単純対称空間に続く対象としてその上の調和解析の研究が注

目されている．古典的に知られているリーマン対称空間を始め，擬リーマン対称空間に対するカ
ルタン分解の理論も 1980 年前後に得られており（Flensted-Jensen，Rossmann），制限ルート系
の理論も整備されたことで（大島利雄－関口次郎，1984 年），その上の調和解析の理論は進展し
ている．一方で，非対称な簡約型球等質空間に対して，カルタン分解に相当する群の分解定理が
2，3 の例を除いてほとんど知られていない状況で，そのために半単純対称空間の場合の制限ル
ートを用いた手法が適用できず非可換調和解析は発展途上であった．以上の背景によっても，簡
約型球等質空間に対するカルタン分解の理論は解析においても重要な役割を果たすと期待され
ていた．実際に，Krötz, Sayag, Schlichtkrull などは共同で簡約型実球等質空間上の調和解析
を目指し，カルタン分解（彼らは極分解という用語を用いている）に関する研究を行っている． 
 
２．研究の目的 
 本研究課題では，複素半単純リー群の簡約型球等質空間に対する可視的作用の分類理論を構
築し，また調和解析への応用を視野に入れ，以下の３つについて解明することを目的とした． 
(１) 複素半単純リー群の簡約型球等質空間に対して，カルタン分解を明示的に与える．つまり，

複素半単純リー群の極大コンパクト部分群およびその簡約かつ球な複素閉部分群による
両側剰余空間がある可換群に代表元が取れることを，可換群を具体的に与えることで決定
する．以下，この可換群をカルタン分解の可換部分と呼ぶことにする． 

(２) 前項で与えた可換群により，複素半単純リー群のリー環の制限ルートの集合を決定する．
また，制限ルートの集合を通してカルタン分解の可換部分の適切な構成法を模索する． 

(３) 前 2項の応用として，簡約型球等質空間の不変測度を明示的に与える．特に，不変測度を
極大コンパクト部分群のハール測度とカルタン分解の可換部分のリー環のルベーグ測度
によって記述する． 

 
３．研究の方法 
前項の研究の目的で述べた３つの課題に対して以下の方法で研究を実施した． 

(１) 前述の通り，対称空間に対する研究は完結しているため，非対称な簡約型球等質空間が研
究対象である．簡約型球等質空間は，既約な場合は Krämer（1979 年）によって 12系列に，
既約でない場合は Brion（1986 年）に 10系列に分類されている．本研究課題では，分類に
沿って研究を遂行した．適当な対称部分群を準備して半単純対称空間に対するカルタン分
解を「編み上げる」ことによりカルタン分解の可換部分を構成する．なお，階数 1の場合
は，複素球面に対する幾何学的考察により構成する．次に，簡約型球等質空間における極
大コンパクト部分群の作用によるスライスをカルタン分解から構成する．さらに，このス
ライスが正規実型を実現する対合によって不変であることを示し，よってこの作用が可視
的作用であることを証明する． 

(２) 具体的に構成したカルタン分解の可換部分が複素半単純リー環のカルタン部分環に含ま
れることにより制限ルートの集合を具体的に計算できる． 

(３) 不変測度の明示的表示は，半単純対称空間に対する不変測度の明示的表示に倣いヤコビア
ンの計算に帰着させる（cf. Schlichtkrull，1984 年）． 

 
４．研究成果 
(１) 簡約型球等質空間に対するカルタン分解および可視的作用の理論．(1-a) 複素半単純リー

群の簡約型球等質空間に対して，可換部分を具体的に記述し，カルタン分解を明示的に与



えることに成功した．(1-b) 簡約型球等質空間における極大コンパクト部分群の作用によ
るスライスを構成し，この作用が可視的になることを証明した．この結果から，簡約型複
素等質空間に対して，可視的であることと関数空間上の表現の無重複性が同値であること
を導き，簡約型複素等質空間における可視的作用の分類理論が完成した．(1-c) 上述で構
成したスライスの次元が，簡約型球等質空間の階数（表現の既約分解に現れる既約表現の
サポートの階数）に一致することを発見した．これらの結果について，階数 1の簡約型既
約球等質空間（散在型３種）については論文[1]で掲載が決定された（2019 年に出版予定）．
ケーリー型，4 対称空間に対する結果は論文準備中，既約でない場合については今後論文
にまとめる予定である．また，本結果をチュニジア（2015 年 12 月，発表[20]，2017 年 12
月，発表[11]），タイ（2016 年 3 月，発表[18]），大阪市立大学（2019 年 3 月，発表[1]）
での国際研究集会や日本数学会学会の特別講演（2016 年 3月，発表[19]），富山大学（2017
年 2月，発表[13]），名城大学（2017 年 3月，発表[12]）や福島大学（2018 年 6月，発表
[6]）での国内研究集会で発表した． 

(２) 既約かつ非対称な簡約型球等質空間に対する制限ルートの集合．前項(1)の結果を受けて，
既約かつ非対称な簡約型球等質空間に対して，可換部分に対する制限ルートの集合を決定
した．本結果は東京理科大学（2015 年 12 月，発表[21]）で一部を紹介した． 

(３) 複素単純リー群の球冪零軌道における可視的作用とスライスの次元公式．(4-a) 前研究課
題からの継続で，複素単純リー群の球冪零軌道における可視的作用の研究成果をまとめた
論文[4]が出版された（2016 年）．(4-b) 球冪零軌道への極大コンパクト部分群の作用によ
るスライスの次元公式を与えた．また，この次元公式が球冪零軌道の階数に一致すること
を明らかにした．本結果は論文[2]にまとめ出版された（2018 年）．また，京都産業大学で
の学会（2015 年，発表[22]）で発表した． 

(４) 半単純擬リーマン対称対と可換なコンパクト対称三対との間の双対性の理論．本研究は，
馬場蔵人（東京理科大学）と井川治（京都工芸繊維大学）との共同研究に基づく．これは，
当初の計画にはなかった内容であるが，共同研究者からの提案により実現し結果を得た．
(4-a) 簡約型球等質空間の特別なクラスである擬リーマン対称空間に対して，リーマン対
称空間に対する（カルタンの意味での）双対性を拡張し，擬リーマン対称対と可換なコン
パクト対称三対との間の双対性を与えた．(4-b) Berger による擬リーマン対称対の分類
を，可換なコンパクト対称三対の分類および双対性を通した別証明を与えた．(4-c) 擬リ
ーマン対称空間における極大コンパクト部分群の作用において，カルタン分解から構成さ
れる各軌道と交叉する部分多様体（これもスライスと呼ぶことにする）の幾何学的性質を
研究し，以下を証明した．(4-c-1) 任意の軌道は擬リーマン多様体である．(4-c-2) 各軌
道の法空間に誘導される計量は正定値である．(4-c-3) スライスは全測地的である．(4-c-
4) スライスは各軌道と（擬リーマン計量に関して）直交する．(4-d) 双対性を通してキャ
リブレーション等式やキャリブレーション不等式への応用されることを発見した．結果
(4-d-1)から(4-c-4)の一部は，論文[3]にまとめ出版された（2017 年）．また，関西大学（2016
年，発表[16, 17]）や東京大学（2018 年 3月，発表[7, 8]）で発表した．なお，双対性を
経由した種々の性質の対応，および擬リーマン対称対の分類の別証明については論文準備
中である．本結果は，結果(1)にも大きな影響を与え，簡約型実球等質空間に対するカルタ
ン分解の研究に応用可能であると期待される（現在進行中）． 

(５) 複素ハイゼンベルグリー群の等質空間における可視的作用の理論．本研究は，Ali Baklouti
氏（Sfax 大学，チュニジア）との共同研究に基づく．簡約リー群の等質空間と対極的にあ
る冪零リー群や可解リー群の等質空間に対する可視的作用の研究の第一歩としてハイゼ
ンベルグリー群の等質空間を研究し，以下の成果を得た．(5-a) 連結かつ単連結な実ハイ
ゼンベルグリー群の任意の等質空間の複素化に対して可視的に作用する閉部分群および
スライスを具体的に与え可視的作用であることを証明した．(5-b) (5-a)の応用として，実
ハイゼンベルグリー群の無重複表現の系列を発見した．本結果に関する論文は現在準備中
である．また，名城大学（2019 年，発表[3]）や九州大学（2019 年，発表[2]）で発表した． 
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