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研究成果の概要（和文）：本研究の当初の目標は代数体の非アーベル拡大のうち良い性質をもつものを計算機を
使って効率的に構成することであった．しかし研究をすすめるうちに，ガロア群の同質類に着目するというアイ
ディアに導かれて，目標よりも大きな成果を得ることができた．一番小さな非アーベル群の同質類に入る群をガ
ロア群にもつ拡大の構成やその性質の探求を行った．また位数16の2面体群を含む同質類についても，研究をお
こない二つの同質類の間におおきな差異があることを発見できた．これらの結果はガロア拡大の研究の新たな方
法を与える．

研究成果の概要（英文）：The first aim of the research was constructing non-abelian extensions with 
simple arithmetic 
by using computational number theory, but in the course of  research I found that the notion of 
isoclinism of finite groups helps a lot to study and construct extensions of number fields and the 
result is more fruitful than expected. We studied the smallest isoclinism class of non-abelian group
 and found that they several important common properties and also studied the isoclinism class 
containing the dihedral group of order 8 and found some significant difference between the classes. 
These results develop a new method of studying Galois extensions.

研究分野： 整数論

キーワード： ガロア群　ガロア拡大　同質類　非アーベル拡大　逆ガロア問題

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ガロア群が非アーベル群になる非アーベル拡大の研究は整数論にとっての大きな課題である．保形表現との関連
の研究が大いに進んでいるが，この研究では，ガロア群の同質類という同型類よりも弱い類別に着目し，同じ同
質類にはいる拡大体の類似，異なる同質類にはいる拡大体の差異などを主に代数的な手法を使って研究した．こ
のような手法を使った研究はこれまでになく，さらに幾つかの興味深い結果も得られていることから，今後もこ
の方法は有効に活用されていくものと考えている．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
代数体の拡大体の性質はそのガロア群の同型類によって大きく異なる．ガロア群がアーベル群
の場合には 20 世紀初頭に確立された類体論があって，その性質を詳しく調べることができる．
一方，ガロア群がアーベル群でない場合にはその分類理論をつくることは整数論の中心的な課
題であり，様々な研究が行われてきたが，現状では保形表現に関する Langlands プログラムを
中心に研究は進展している．しかしながら，大きな部分は予想として残されており，解決にはま
だ時間がかかると思われる．この研究では，もう少し別の方向から代数体の非アーベル拡大につ
いて研究しようと考えた． 
 
２．研究の目的 
 
ガロア表現が奇の 2 次元の表現をもつときには，Serre の保形性予想が解かれていることから，
そのアルティン L 関数に対応する保形形式をしらべることは理論的には可能である．しかしな
がら，その実例は非常に限られたものであり，また隅の表現の場合の例はほとんど知られていな
かった． 
そこで，本研究では，そのようなガロア表現の像となる有限次のガロア群を分類し，それをガロ
ア群として持つような非アーベル拡大で，様々な実験に使えるような性質のよいもの（例えば分
岐が少ないなど）を計算整数論の方法を使って，組織的に構成し，それに対応するアルティン表
現や保形形式を調べたりすることを目標に掲げた． 
 
 
３．研究の方法 
 
上で述べたように，まず二次元ガロア表現の像になるような有限群を計算機を使ったり，既存の
理論を使って調べることから始めた．そのようなガロア群の分類の基礎となる有限群の表現論，
特に射影表現や Schur Multiplier の知識をもとに，群の同型類では捉えられない性質を探求
した．それが後に述べる群の同質類である． 
さらに，与えられた群をガロア群にもつ拡大を構成する逆ガロア問題のこれまでの成果を応用
することにより，分岐などの数論的情報をコントロールのできるようなガロア拡大体の構成法
を研究した． 
また代数体の性質にとって，あるいはガロア表現の性質にとって，複素共役がどの共役類に属す
るかは大きな問題であることので，複素共役の位置を固定したガロアの逆問題にもとりくんだ．
特にさまざまな非アーベル群をガロア群にもつ CM体の構成にとりくんだ． 
 
 
４．研究成果 
 
表現次元によるガロア群の分類を行うにあたってはその射影表現に注目する必要があった．そ
して群の射影表現では群の同質類の概念が自然に生じる．同質類は同型類よりもはるかに弱い
分類ではあって，位数の異なる群が同質になったりする．実際，一番小さな群の同質類はすべて
の有限アーベル群のなす同質類である．この同質類の概念は有限群，とくに 2群の分類には有効
に活用されてきた． 
その一方で位数 8 の 2 面体群をガロア群にもつ拡大の性質を一般的な文脈で調べている中で，
同質類という概念が自然に登場してきて数論と群論が結びつくことになった．同質類でガロア
群を分類すると，その有限次のガロア表現の射影像は一意的に定まるので，これは自然な分類を
与えているといえる． 
 
この同質類の概念を使うことで，次のような成果を得た． 
 
（1） 二次元ガロア表現をもつガロア拡大の分類，あるいは持たないものの例をあげること

に成功した．またその表現が奇表現になるかどうかを複素共役の位置で判定することができ
ることがわかった． 

 
（2） 最小の非アーベル群の同質類である位数 8 の 2 面体群の同質類を詳しく調べ，そのア

ルティン L関数を統一的な方法でしらべた． 
 
（3） 位数 16の 2 面体群を含む同質類を調べ，その中に対応する保形形式が非常に珍しい性

質をもつ 32 次拡大体を見つけた． 
 
（4） 同質類に含まれる二つの群の間の逆ガロア問題の関係について研究した．一方のガロ

ア逆問題がとければ，もう一方のガロア逆問題も比較的簡単にとけるという内容である．こ
れはガロア逆問題の中の automatic realizability という概念と密接に関連する． 



 
（5） ガロア群の同質類の研究を二元二次形式での素数の同時表現の問題について応用した．

これまで幾つかの論文で散発的に得られてきた結果を，ガロア理論的に見直し，その中に同
質類の概念が深く関連することを発見した．それにより，網羅的な形で定理を拡張すること
に成功した． 

 
以上の成果はこれまで知られていなかったものであり，幾つかの学術論文としてすでに成果を
発表している．さらに，この研究からは，将来の研究につながる研究テーマも生み出されてきて
おり，今後の一層の研究の発展が期待出来る状況になっている． 
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