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研究成果の概要（和文）：（１）エクストリーマル・ウェイト加群における Demazure 型部分加群の商加群であ
って，その次数付き指標が非対称 Macdonald 多項式の特殊化になっているものを構成した．
（２）標準単項式理論を半無限 Lakshmibai-Seshaderi パスの場合に拡張し，半無限標準単項式理論を構築し
た．その応用として，優整ウェイトと反優整ウェイトに関する Chevalley 型の公式を与えた．
（３）エクストリーマル・ウェイト加群の商加群として，レベル・ゼロ van der Kallen  加群を構成し，その
次数付き指標が非対称 Macdonald 多項式の特殊化であることを示した．

研究成果の概要（英文）：(1) I constructed a quotient module of a Demazure-type submodule in an 
extremal weight module whose graded character is identical to a specialization of a nonsymmetric 
Macdonald polynomial. 
(2) I extended the (classical) standard monomial theory (due to Peter Littelmann) to the case of 
semi-infinite Lakshmibai-Seshadri paths, and gave the semi-infinite standard monomial theory. As 
applications, I gave Chevalley-type formulas for graded characters of Demazure-type submodules in 
extremal weight modules for dominant and antidominant integral weights.
(3) I constructed a level-zero van der Kallen module as a quotient of an extremal weight module, and
 proved that its graded character is identical to a specialization of a nonsymmetric Macdonald 
polynomial. 

研究分野：リー代数と量子群の組み合わせ論的表現論
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
当研究課題の主な研究対象である Kirilov-Reshetikhin 加群のうち，レベルが１のものについては「レベル・
ゼロ基本表現」と呼ばれる（結晶基底を持つ）有限次元表現と一致していることが知られている．また，レベ
ル・ゼロ基本表現のいくつかのテンソル積は量子 Weyl 加群と呼ばれており，エクストリーマル・ウェイト加群
の (Demazure 型の部分加群の) 商加群として得られることが知られている．今回の結果は，非対称 Macdonald 
多項式の特殊化と，レベル１のKirilov-Reshetikhin 加群を結びつける重要な研究成果である．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。
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１．研究開始当初の背景 

 

量子アフィン代数（次数作用素なしのもの）の有限次元既約表現のうち，結晶基底を持つもの

は，統計力学における可解格子模型の理論への応用等の点から極めて重要であり，国内外の多く

の研究者が組合せ論や幾何学といった様々な手法を用いて研究している．そこで問題になるの

は「どのような有限次元既約表現が結晶基底を持つか？」ということだが，これに関しては次の

ような予想がある． 

 

予想．Kirillov-Reshetikhin (KR) 加群と呼ばれる有限次元既約表現は結晶基底を持つ．逆に，

量子アフィン代数の有限次元既約表現が結晶基底を持つならば，それは KR 加群のいくつかのテ

ンソル積に同型である． 

 

この予想の解決は，量子アフィン代数の表現論や可解格子模型の理論における最も重要な課

題の１つであるが，現時点においても部分的にしか解決されていない． 

 

２．研究の目的 

 

（１） 量子アフィン代数上の KR 加群が結晶基底を持つことを，量子アフィン代数のタイプ

に依らないような統一的な方法で，証明する． 

（２） KR 加群の結晶基底を(クリスタルとして) 組合せ論的に実現する．そして，その応用

として，KR 加群の結晶基底の完全性について研究を行う． 

 

３．研究の方法 

 

（１） KR クリスタルの相似性に着目し，レベル１の KR クリスタル（すなわち，レベル・ゼ

ロ基本表現の結晶基底）を基にして, KR 加群の結晶基底と同型になると予想される

（抽象的な） クリスタルを組合せ論的な方法で構成する. 

（２） （１）で得られたクリスタルを通して，KR 加群（の結晶基底）の構造を予想し，KR 

加群が実際に結晶基底を持つことを証明する． 

（３） （２）の結晶基底が，（１）のクリスタルと同型であることを確認し，（１）のクリ

スタルを用いて KR クリスタルの完全性などを調べる． 

 

４．研究成果 

 

（１） レベル１の KR 加群はレベル・ゼロ基本表現と同型である．そして，レベル・ゼロ基本

表現のいくつかのテンソル積は，量子 Weyl 加群と呼ばれ，エクストリーマル・ウェイ

ト加群における Demazure 型部分加群の商加群になっていることが知られている．この

事実を踏まえて，エクストリーマル・ウェイト加群における Demazure 型部分加群の次

数付き指標に関する研究を行い，Demazure 型部分加群の商加群で，その次数付き指標

が非対称 Macdonald 多項式に等しいものを構成した． 

（２） Littelmann (1996) は，可積分最高ウェイト加群および対応する（通常の）Lakshmibai-

Seshadri (LS) パスに対する「標準単項式理論 (standard monomial theory)」を与え



た．当研究において，この理論の「半無限」類似として，エクストリーマル・ウェイト

加群と対応する半無限 LS パスに対する「半無限標準単項式理論」を構築した． 

（３） エクストリーマル・ウェイト加群の商加群として（レベル・ゼロの）van der Kallen 加

群を新たに導入し，その結晶基底が半無限 LS パスのなすクリスタルの部分集合として

実現した．そして，van der Kallen 加群の次数付き指標が非対称 Macdonald 多項式の

特殊化に等しいことを示した． 

（４） レベル１の KR クリスタルのテンソル積は，量子 LS パスのなすクリスタルと同型であ

る． 量子 LS パスのなすクリスタル上の次数関数が，量子 LS パスのテンソル積に関

してどのようにふるまうかを記述した． 

（５） （２）の結果を応用して，エクストリーマル・ウェイト加群における Demazure 部分加

群の次数付き指標に関する Chevallery 型の公式（優整ウェイトおよび反優整ウェイト

の場合）を証明した．さらに，極小ウェイトに関する Monk 型の公式（極小ウェイトと

Demazure 部分加群の最高ウェイトが同じ Weyl 部屋に含まれている場合）も証明した． 

（６） （５）で述べた反優整ウェイトに対する Chevalley  型の公式を minuscule ウェイト

に限定したものを考えた．そして，項のキャンセレーションをすべて取り除き「放物型

の」Chevalley 公式を正確に記述することに成功した． 

（７） A 型の場合に， Monk 型の公式を自然表現に現れる任意の極小ウェイトにまで拡張した． 

 

平成 27年度から平成 31年度・令和元年度までに行った当研究では，当初の目標であった KR 

加群の結晶基底の存在を示すことはできなかったが，それと密接に関連する半無限 LS パスや

量子 LS パスの研究が著しく進展した．将来，これらの研究を基に，Kirillov-Reshetikhin 加

群の結晶基底の研究がより広い視点で行われることが大いに期待される．また，半無限 LS パ

スや量子 LS パスを用いて記述される Chevalley 型の公式や Monk 型の公式については，幾何

的応用（半無限シューベルト・カリキュラス等）もあるため，現在も活発に研究を行っている．

以上により当研究で得られた研究成果はこの分野の発展にとって大いに重要なものであると考

える． 
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