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研究成果の概要（和文）：本研究は，ヒルベルト函数の理論を用いながら，コーエン・マコーレイ局所環(A, m)
に含まれるm-準素イデアルの構造を分類することを目標とする。特に，Sally加群の理論に着目し，第1ヒルベル
ト係数によるm-準素イデアルとその随伴次数環の構造の分類を行った。主な研究成果は下記の通りである。
整閉イデアルのSally加群の構造は特徴的であり，それらを用いて第1ヒルベルト係数による整閉イデアルとその
随伴次数環の構造の分類を行った。さらに，解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局所環内に於いて，正規化さ
れた第1ヒルベルト係数が相対的に小さい値をとるようなm-準素イデアルの特徴付けを与えた。

研究成果の概要（英文）：The purpose of this research is to explore the behavior of the Hilbert 
functions　of ideals in Cohen-Macaulay local rings.
I explored the relationship between the first Hilbert coefficient and the structure of the 
associated graded ring of integrally closed ideals in a Cohen-Macaulay local ring. 
I also gave a characterization for the almost minimal value of the first Hilbert coefficient in the 
case of the normal filtration in an analytically unramified Cohen-Macaulay local ring. I strongly 
used some structure theorems of Sally modules in these results.
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１．研究開始当初の背景 
本研究は代数学の一分野である可換環論の
発展を目指すものであり，その中でも，局所
環のヒルベルト函数の理論を用いた可換環
論を展開するものである。 
局所環のヒルベルト函数の研究は，1960 年
ごろに P. Samuel による重複度研究を端に開
始されたといわれている。その後，D. G. 
Northcott，C. Huneke, J. D. Sally によっ
て，Rees 代数および随伴次数環の構造研究と
深く関わりながら発展してきた。近年では，
M. E. Rossi や J. Elias を中心に第 1ヒルベ
ルト係数の挙動研究が盛んに行われ，数多く
の関連論文が発表されている。 
 
コーエン・マコ―レイ局所環(A, m)内に於
ける m-準素イデアルのヒルベルト函数の挙
動研究は，Northcott（[N]）によって与えら
れた第1ヒルベルト係数に関する不等式を巡
って盛んな議論が行われてきた。特に，[S]
に於いて Sally は，第 1 ヒルベルト係数が
Northcott の不等式に対して相対的に小さい
値をとるような m-準素イデアルの構造は制
御可能ではないかということを予想した。こ
の予想に対して， Vasconcelos（[V]）によ
って提唱された Sally 加群の理論が，そのよ
うな m-準素イデアルの構造を解析する際に
有効であると考えられるようになった。
Sally 加群とは，与えられた m-準素イデアル
によって構成された次数付き加群であり，
「そのヒルベルト函数がイデアルのヒルベ
ルト函数の補正項をなす」，「Rees 代数や随伴
次数環のコホモロジー量の評価が可能であ
る」など，m-準素イデアルの情報の主要な部
分を内包する。つまり，m-準素イデアルのヒ
ルベルト函数の挙動や Rees 代数，随伴次数
環の構造を決定する際に，Sally 加群の構造
が鍵となる。 
 
本研究開始以前に，本研究代表者は，[GNO]
にて階数が 1の Sally 加群の構造の構造を与
えていた。しかしながら，階数が 2以上とな
る Sally 加群の構造については，その構造解
明が課題として挙げられていたものの未解
決の状態が続いていた。これに対して，M. V. 
Pinto（[VP]）によって Sally 加群の構造を
巧妙に分解する手法が与えられていたが，こ
の手法を用いることで高い階数を持つよう
なSally加群の構造解析が可能となるのでは
ないかと考えられ，[VP]の理論の再考が行わ
れていた。 
 
また，本研究を開始した頃，解析的不分岐
な局所環内に於ける正規化された第1ヒルベ
ルト係数に関する研究が，[CPR], [P]によっ
て開始された。その中で，正規化されたイデ
アルのフィルトレーションのSally加群の構
造に関する議論が行われていたが，それらは
本研究対象として非常に興味深い内容であ
った。 

２．研究の目的 
本研究は，コーエン・マコーレイ局所環（A, 
m）内に於ける Sally 加群の理論を構築しな
がら，与えられた局所環内の m-準素イデアル
の構造をヒルベルト函数の挙動によって分
類することを目的とする。 
 
 上述の通り，一般の m-準素イデアルに対し
て，階数が 2以上の Sally 加群の構造の制御
は困難であるが，本研究着手前の予備研究に
よると，極大イデアル mや整閉となる m-準素
イデアルについては，ある程度大きな階数を
持つようなSally加群についてもその構造を
制御できるのでないかということが示唆さ
れていた。これに対して，本研究では，コー
エン・マコーレイ局所環内に於ける整閉イデ
アルの第1ヒルベルト係数による特徴付けを
目標とした。 
さらに，解析的不分岐なコーエン・マコー
レイ局所環内に於ける m-準素イデアルの正
規化された第1ヒルベルト係数の挙動解析も
本研究目的の一つである。正規化されたイデ
アルのフィルトレーションによるSally加群
の構造論を整備しながら，Rees 代数および随
伴次数環の構造の分類を行うことを目標と
する。 
 
３．研究の方法 
上述の通り，m-準素イデアルの第 1ヒルベル
ト係数の理論を構築する上で，Sally 加群の
理論が有効であると考えられることから，そ
の理論の構築を常に念頭に置きながら研究
に取り組んだ。特に，研究開始当初より着手
していた，M. V. Pinto による[VP]の考察を
行いながら問題解決に向けての理論構築を
行った。 
 解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局所
環内に於ける正規化された第1ヒルベルト係
数については，[VP]の理論と併せて，先行結
果である[CPR], [P]を注意深く考察し，課題
解決の為の足掛かりとした。 
 
本研究を実施する上で，M. E. Rossi 氏（ジ
ェノバ大学，イタリア）の協力が有効である
と考えられることから，同氏を本研究課題の
研究協力者に据えて取り組んだ。平成 27 年 9
月，平成 29年 3月，6月にそれぞれ，ジェノ
バ大学を約 3 週間訪問し，Rossi 氏と本研究
課題に関する研究打ち合わせを行った。 
また，国内では日本数学会や可換環論シン
ポジウム，環論および表現論シンポジウム，
海外ではベトナムで開催された可換環論関
連の国際会議にて講演発表を行いながら研
究内容を精査し，発展させていった。 
 
４．研究成果 
コーエン・マコーレイ局所環内の整閉イデア
ルの構造について，第 1ヒルベルト係数によ
る新たな特徴付けを与えた。具体的には，整
閉イデアルについて与えられていた不等式



（c.f.[EV]等）に対して，第 1ヒルベルト係
数が相対的に小さい値をとるような整閉イ
デアルの Sally 加群の構造を決定した。それ
によって，ある条件を満たす整閉イデアルの
ヒルベルト函数の挙動や随伴次数環の構造
を完全に分類することが可能となった。さら
に，これらの研究成果については，Rossi 氏
との共著論文[雑誌論文欄①]として纏め，
[学会発表欄④，⑧～⑫]にて口頭発表を行っ
た。 
 
さらに，平成 29 年のジェノバ大学訪問時
には Rossi 氏に加えて，S. K. Masuti 氏と共
に，解析的不分岐なコーエン・マコーレイ局
所環内に於ける正規化されたヒルベルト函
数の挙動研究にも着手をした。その中で，
[VP]を基に構成した理論を，イデアルの正規
化されたイフィルトレーションの場合に適
用することで，正規化された第 1ヒルベルト
係数による新たな m-準素イデアルの特徴づ
けを与えた。この研究成果については，学会
発表欄②，③にて口頭発表を行った。 
これらの研究成果を通じて得られた技術
は，今後の局所環のヒルベルト函数の挙動研
究に於いても有効なものであると考えられ
る。 
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