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研究成果の概要（和文）：3次元以上の高次元アファイン代数多様体上の加法群および加法群の直積であるユニ
ポテント群の作用の商写像として得られるアファインファイブレーション構造について研究をおこなった．その
結果，アファイン代数多様体が非特異かつfactorial, すなわち座標環が一意分解整域である場合，その特異フ
ァイバーの構造などファイブレーション構造についてある程度解明することができた．特に代数多様体が3次元
の場合にはファイブレーション構造をほぼ解明することができた．

研究成果の概要（英文）：We worked on the affine fibration structures on affine algebraic varieties 
obtained as the quotient morphism by the algebraic group actions of the additive or unipotent 
groups. We succeeded to some extent in describing the fibration structure such as the singular 
fibers when the variety is nonsingular and factorial.  Especially when the variety is a threefold, 
the structure can be described to a great extent.  

研究分野： アファイン代数幾何学

キーワード： アファインファイブレーション　加法群の作用　ユニポテント群の作用

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
アファイン空間は代数幾何学におけるもっとも基本的かつ重要な対象であるにもかかわらず，その代数幾何学的
本質が十分わかっているとは言い難い．実際，アファイン空間上の代数群の作用，特に加法群などのユニポテン
ト群の作用がどのようなものかは，3次元以上の高次元の場合はよくわかっていない．本研究の成果は，アファ
イン空間を含むようなあるクラスの高次元アファイン代数多様体の代数幾何学的構造の解明につながるものであ
る．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 

 
研究開始当初は，Danielewski 超曲面とよばれる加法群の作用をもつ複素アファイン代数

多様体についての研究が大きく進んだ時期であった．代数多様体の族 {Xr} が noncancellation 
property をもつとは，r≠s ならば Xr≇Xs であるが Xr×A1≅Xs×A1 が成り立つときにいう．3
次元の場合のある種の Danielewski 超曲面が 3 次元アファイン空間 A3 と同型になるための必
要十分条件が N. Gupta によって得られ，また Danielewski 超曲面の代表的な例である
Koras-Russell 3-fold とアファイン直線 A1との直積が自明な Makar-Limanov 不変量をもつこ
と，すなわち代数的に独立な4つの加法群の作用をもつことがA. Duboulozによって示された．
さらに研究代表者によって，一般化されたfactorialな Danielewski超曲面がnoncancellation 
property をもつこと，およびその代数的特徴づけが得られた．Danielewski 超曲面を手掛かり
にアファイン代数多様体上の加法群の作用やその A1ファイブレーション構造について，研究代
表者や分担者宮西正宜氏，共同研究者の R.V.Gurjar 教授 のグループや M. Zaidenberg, H. 
Flenner, S. Kaliman, N. Gupta などの研究者によって活発な研究が行われつつあった． 

 
２． 研究の目的 

 
当初の研究目的は以下のようである． 
 
(1) 一般化された Danielewski 超曲面上の A1ファイブレーション構造の解明． 
(2) 高次元の一般化された Danielewski 超曲面の族におけるアファイン空間の特徴づけ． 

 
３． 研究の方法 

 
(1) 加法群，高次元ユニポテント群の作用に着目して，アファインあるいは射影的代数多様体
上の An ファイブレーション構造についての研究を，研究代表者の増田，分担者の宮西氏，共
同研究者の R.V. Gurjar 教授, P. Russell 教授とともにおこなった．また，最新の知見を得た
り，情報交換のために国内外の代数幾何学や可換環論の研究集会に積極的に参加し，得られた
成果について発表をおこなった． 
(2) アファイン代数幾何学分野の研究成果発表と交流の場として，アフィン代数幾何学研究集
会を毎年 3月に関西学院大学梅田キャンパスにおいて開催してきたが，これを本研究期間中も
継続して開催した．2019 年 3月で第 17回となった． 
 
４． 研究成果 

 
(1) 研究代表者の増田，分担者の宮西氏，共同研究者の R.V. Gurjar 教授は，射影代数多様体 V 

上の加法群の作用について共同研究をおこない，V上に stratification 構造が入ることを
示し，その構造について調べた．得られた成果は，論文”Unipotent group actions on 
projective varieties”として日本数学会の Advances Studies in Pure Mathematics の
75 巻 Algebraic Varieties and Automorphism Groups に発表した．射影代数多様体上の
ユニポテント群の作用による stratification 構造について書かれた文献はあまりなく，そ
の意味においても重要なものであると考える． 

(2) 研究代表者の増田，分担者の宮西氏，共同研究者の R.V. Gurjar 教授は，A2ファイブレー
ション構造をもつ3次元アファイン代数多様体 Xについて加法群の作用の観点から研究を
行い，X の幾何学的性質を明らかにし、また X がある種の一般化された Danielewski 超曲
面と同型になるための必要十分条件を求めた．得られた結果は，論文”Affine threefolds 
with A2-fibrations” として専門誌 Transformation Groups に発表した． 

(3) 研究代表者の増田は，noncancellation property をもつ factorial な代数曲面の族の存
在を示し，その代数的特徴づけを与えた．得られた結果は，論文”Families of 
hypersurfaces with noncancellation property” としてアメリカ数学会の専門誌 
Proceedings of American Mathematical Society に発表した． 

(4) 研究代表者の増田，分担者の宮西氏，共同研究者の R.V. Gurjar 教授および M. Koras 教
授，P. Russell 教授は，加法群の作用を持つ 3次元アファイン代数多様体について共同研
究をおこない，加法群の作用による商写像として得られる A1ファイブレーション構造につ
いて明らかにした．得られた結果は，論文”Affine threefolds admitting Ga-actions” とし
て専門誌 Mathematische Annalen に発表した．これにより，これまでに知られている結
果と(2),(3) の結果を合わせて，3 次元の factorial なアファイン代数多様体上の A1ファ
イブレーション構造については大枠は解明されつつある．特に 3 次元の場合の研究目的は
ほぼ達成された．4 次元の場合も特殊な場合においては，我々の研究および S. Kaliman
の研究などによって部分的に解明されつつあるが，高次元の場合は今後の研究課題である．
4 次元以上の高次元の場合は，高次元ユニポテント群の作用の解明，すなわち An シリン
ダーがどのように代数多様体の中に入るかという An ファイブレーション構造の解明が大
きなポイントとなる． 



(5) 研究代表者の増田，分担者の宮西氏，共同研究者の R.V. Gurjar 教授は，アファイン代数
多様体上のユニポテント群の作用による商写像として得られる An ファイブレーション構
造について，ドイツの Oberwolfach 数学研究所において共同研究をおこなった．得られ
た結果は，論文”Affine space fibrations”として Oberwolfach Preprint series に発表した．
これは，アファイン代数多様体上の An ファイブレーション構造についてユニポテント群
の作用の観点から我々の共同研究によってこれまでに得られた成果をまとめたものである． 
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