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研究成果の概要（和文）：複素数を拡張した四元数とよばれる数の集合に基づく構造を持つ幾何学的な空間（四
元数多様体とよばれる）内の曲面の研究を行った．四元数多様体に付随するより扱いやすくまた多くの研究蓄積
のあるツイスター空間の道具立てを駆使して研究成果を得た．具体的には，四元数不変量を構成しその下限を与
える曲面の特徴付けや，停留点を与えるような曲面の性質である．その一部は既知の結果を一般化したしたもの
であり，さらには改良したものとなっている．

研究成果の概要（英文）：We study surfaces in a quaternionic manifold. Using the twistor space, which
 is associted with the quaternionic manifold and has many results, we obtain the results. In 
particular,  we construct a quaternionic invariant for such surfaces, and find the lower bound and 
its characterization. Moreover the first variation formula is calculated. Some of these result give 
generalizations and improvements of known theorems.     

研究分野： 微分幾何学

キーワード： 四元数多様体　ツイスター空間　ツイスターリフト

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
上記ような四元数構造は次元が低いときには，共形構造とよばれるものに一致する．したがって，当該の四元数
幾何学の研究はこれまで多くの研究がなされている共形幾何学と同様に興味深い結果を得られると期待できる
が，本研究で得られた結果はそのような視点で見た場合の部分多様体論における基礎的な結果といえる．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
ツイスタープログラムとは，幾何構造 S の与えられた実多様体 M に対して，ツイスター空間

とよばれる複素多様体 Z(M)を対応させ，元の実多様体の問題を複素多様体の問題に再定式化し
研究する手法を指す．典型例として，自己双対多様体をそのツイスター空間で複素幾何学を展
開することで研究することがあげられる． 
当研究課題の対象である部分多様体論ついては，M の部分多様体で複素構造をもつΣからツ

イスター空間 Z(M)へのツイスターリフトとよばれる写像をもつような対象には多くの研究が
ある(R. Bryant や T. Friedrich 等)．特に，このリフトが正則であるという性質は S を保つ変
換で不変なので興味深く重要な研究対象である．本研究では，M を四元数ケーラー多様体，S
をその四元数構造とし，M の部分多様体Σでツイスターリフトを持つものを考え，ツイスター
プログラムに基づき研究を行うことにより成果が得られると考えた． 
研究代表者の長谷川は，近年は 4 次元自己双対アインシュタイン多様体内の曲面でそのツイ

スターリフトが正則となるものを，より一般の場合から研究してきた．その中で，可積分系や
四元数正則曲面理論との関わり，及び，ある種の拡張・変形等を通じて，背景となるツイスタ
ープログラムの考え方の重要性および有用性を認識するに至った．また，研究分担者の守屋は
四元数正則曲面理論を研究している．この理論は，1 次元四元数射影空間 HP^1 において，
HP^1 内の曲面の共形幾何を研究するために定式化されたものである．なお，4 次元多様体内
の曲面のツイスターリフトの研究はこの理論の代数構造の一般化とみなせる．さらに，四元数
射影空間 HP^n 内の(実)半分次元のケーラー部分多様体の研究は，上記の四元数正則曲面理論
の高次元化とみることができる．これは四元数複素微分幾何学という範疇で扱われる対象とな
っている．本研究によって，これらをより統一的な見地から理解し，融合・発展できるのでは
ないかと考えた． 
 
２．研究の目的 
 
幾何構造を持った実多様体に複素多様体を対応させて研究を行う上記のツイスタープログラ

ムとよばれる手法は，これまでに多くの興味深い結果を導いている．それを可能にしている大
きな理由の一つは，多くの研究がなされている複素幾何学を利用できることである．これは部
分多様体論を展開する上でも有効で，様々な結果が期待できる．そこで，四元数ケーラー多様
体内（より一般に四元数多様体）の部分多様体をこのプログラムに基づいて研究し，これまで
に研究代表者，研究分担者らが行ってきた研究分野である曲面のツイスターリフトの研究，四
元数正則曲面理論，四元数複素微分幾何学を，融合・発展させることを目的とする． 
 
３．研究の方法 
 
四元数ケーラー多様体内の部分多様体の性質を，ツイスタープログラムに基づいて研究する．

この手法では，ツイスターリフトを通じて，すでに多くの研究蓄積のある複素幾何学の手法や
結果を用いて研究することが可能となる． 本研究において結果を得たい対象はある種の部分多
様体，すなわち，複素多様体Σから四元数ケーラー多様体 Mへのはめ込み f：Σ→Mである．ま
た，四元数ケーラー多様体 M のツイスター空間 Z(M)は，M上の S^2-束として実現される．本研
究では，はめ込みの性質をこのプログラムに基づいて研究する方法をとるので，調べるべき主
要な対象はΣから Z(M)へのツイスターリフトとよばれる写像 I:Σ→Z(M)である．当研究では，
この Iを調べることにより，研究を進めていった．  
 
４．研究成果 
 
(１) 曲面から 4次元ユークリッド空間へのある種の写像に関する分解表示：共形写像と名付け
た写像に対して，4 次元ユークリッド空間のツイスター空間への写像を用いてその微分写像の
分解表示を得た．これは，写像がはめ込みの場合にはそのガウス写像を与える外在的情報を持
つ量と面積を表すこのできる内在的情報をもつ量で表され，これらを四元数構造を用いて結び
付けた形となっている．よって，一般の場合へのよい示唆を与えている．また，特別な曲面に
ついては面積に関する不等式を得ることができた． 
 
(２) 四元数不変量の構成：向きづけられた曲面から四元数多様体への inclusive とよばれるは
め込みに対して，そのツイスターリフトを考えた．ここでは，ツイスターリフトをある種の複
素ベクトル束の切断として捉え，複素ベクトル束における諸量を詳細に分析した．これにより，
四元数多様体上の四元数接続に依存しない不変量を構成できた．4 次元多様体の四元数構造は
共形構造に一致するので，この場合には四元数不変量は共形不変量となるが，実際に構成した
不変量はウィルモア汎関数に一致するものである．共形多様体内の部分多様体では法束が取れ
ることに対して，四元数幾何の範疇ではそれは取れないので異なったアプローチを必要とする
が，本研究ではツイスターリフトを詳細に調べ，複素ベクトル束の道具立てを用いて不変量を
構成した． 



 
(３) 四元数不変量の下限：②で構成した四元数不変量の下限を曲面オイラー数やある複素ベク
トル束の第一チャーン等の位相不変量で与えた．また，その値を実現するはめ込みはそのツイ
スターリフトが正則であるときに限る（そのようなはめ込みはツイスター正則とよばれる）こ
とを示した．その応用として，コンパクトなツイスター正則な曲面のオイラー数等を外の空間
が四元数射影空間の場合にツイスターリフトの次数で表した．これは T. Friedrich の結果を一
般化しかつ改良したものとなっている． 
 
(４) 四元数不変量の第一変分公式：①で得た四元数不変量の第一変分公式を導出し，いわばウ
ィルモア曲面の四元数版に相当するようなはめ込みについて調べた．Burstall と Calderbank
は 4次元定曲率空間形内の曲面について，その平均曲率ベクトル場が正則切断あるときに，そ
の曲面は制限ウィルモア曲面であることを示しているが，特にツイスターリフトが調和切断と
なるような曲面については，彼らの結果を一般化した結果が得られた．また，研究代表者によ
って研究されてきた 4次元リーマン多様体内のツイスターリフトが調和切断となる曲面の四元
数幾何学的な意味付けを与えることにもなっている． 
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