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研究成果の概要（和文）：本研究では、まずフィンスラー多様体という角度が定義できない幾何学的な対象にお
いて、その曲がり方に関係する研究を多面的に進め、空間の最短線への分解によるneedle分解という技法を用い
て等周不等式を、熱流の解析に基づく非線形ガンマ解析を用いて等周不等式及び解析的な不等式を確立した。ま
た、距離空間上の凸関数の勾配流について、曲率が1以下の距離空間上での勾配流の収縮性、曲率が0以下の距離
空間上の準凸関数の勾配曲線の弧長の有限性、をそれぞれ示した。さらに、リッチ曲率が正の測度距離空間上の
ラプラシアンの正の最小固有値が最良の値を達成する場合に、空間が1次元ガウス空間との直積に分解すること
を示した。

研究成果の概要（英文）：We investigated Finsler manifolds with weighted Ricci curvature bounded 
below, and established an isoperimetric inequality via the needle decomposition, as well as 
isoperimetric and functional inequalities via the nonlinear Gamma calculus. We also studied gradient
 flows of convex functions on metric spaces, and showed the contraction property of gradient flows 
in CAT(1)-spaces, and the rectifiability (finiteness of the length) of gradient curves of 
quasi-convex functions on CAT(0)-spaces. Furthermore, we showed that a metric measure space of 
positive Ricci curvature with the sharp spectral gap necessarily splits off a one-dimensional 
Gaussian space.

研究分野： リーマン多様体、フィンスラー多様体、測度距離空間での比較幾何・幾何解析の研究
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
フィンスラー多様体は、距離の非対称性や熱流の非線形性など、従来のリーマン多様体では捉えられない現象の
記述を可能にする幾何学的対象として、普遍的な価値を持つ。本研究で得られた成果はフィンスラー多様体の
「曲がり方」に関する研究で強力な武器となるneedle分解とガンマ解析に基づくもので、今後の発展が見込まれ
る。また、凸関数の勾配流は最適化理論など工学的にも重要なものであり、本研究の成果はその理論的な理解を
一歩進めるものである。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 フィンスラー多様体の重みつきリッチ曲率を用いた比較幾何・幾何解析は代表者と Sturm の
一連の研究により飛躍的に進んでいた。一方、リーマン多様体では、当時発表されたばかりで
あった Klartag の needle 分解（局所化）の理論によって、重みつきリッチ曲率が下に有界な
状況での Levy-Gromov 型等周不等式の画期的な別証明が得られており、そのフィンスラー多
様体への拡張が議論されていた。凸関数の勾配流に関しては、リーマン的な種々の空間（非正
曲率を持つ CAT(0)空間、リーマン的曲率次元条件をみたす測度距離空間など）での進展の一
方で、フィンスラー多様体、ノルム空間での定量的な評価は全く知られておらず、長らく重要
な未解決問題とされていた。 
 
２．研究の目的 
 Klartag による needle 分解の理論をフィンスラー多様体に拡張し、Levy-Gromov 型等周不
等式をフィンスラー多様体で示すことと、さらに解析的な不等式などへの応用を目指していた。
従来の Levy-Gromov 型等周不等式の証明は、幾何学的測度論に基づく高度に技術的な正則性
理論に依存しており、フィンスラー多様体へは拡張されていなかった。また、フィンスラー多
様体、ノルム空間上の凸関数の勾配流の挙動の解析を進め、曲率やノルムの凸性などについて
の適切な条件の下で、定量的な評価を得るための突破口を開くことを目指していた。 
 
３．研究の方法 
 まず needle 分解については、Klartag の研究から程なくして Cavalletti-Mondino が曲率次
元条件を満たす測度距離空間への拡張を行ったため、それも参考にしてフィンスラー多様体で
の研究を行った。その過程で needle 分解ではフィンスラー計量の非対称性に対応できないこと
がわかったため、非線形ガンマ解析によるより解析的な研究も行った。凸関数の勾配流につい
ては直接目標につながる結果は得られなかったが、フィンスラー多様体とリーマン多様体の違
いである角度の概念の役割を精査し、CAT(1)空間上の凸関数の勾配流の研究につなげた。また、
Daniilidis らによって導入されていた自己収縮曲線の概念に着目し、その弧長の有限性に関す
る研究を CAT(0)空間において行った。ノルム空間では凸関数の勾配流は一般に自己収縮性を
持たないと思われるが、自己収縮曲線の有限性は Stepanov-Teplitskaya（2017）により示され
ている。 
 
４．研究成果 
 大きく分けて、次の 3つの成果を得た。(1)と(2)は研究の目的及び研究の方法で述べた 2つ
の問題に関係するものであり、(3)はそれらとは独立して研究を進めたものである。 
 
(1) フィンスラー多様体の重みつきリッチ曲率を用いた比較幾何・幾何解析の研究を進め、

needle 分解の理論と非線形ガンマ解析によって、等周不等式、対数ソボレフ不等式、ソボ
レフ不等式を示した。 

 
(2) 距離空間上の凸関数の勾配流の研究を進め、CAT(1)空間での勾配流の収縮性や発展変分不

等式、また CAT(0)空間での有界な勾配曲線の弧長有限性を示した。後者は自己収縮曲線の
理論に基づく。 

 
(3) リーマン的曲率次元条件 RCD(K,∞)（K は正数）をみたす測度距離空間において、スペクト

ル・ギャップで等号が成り立つ場合に、空間が 1 次元ガウス空間との直積と等長的になる
という分解定理を示した。これは Cheng-Zhou（2017）による重みつきリーマン多様体での
結果の拡張である。 

 
 以下、それぞれについて順に概説する。①、②等は「５．主な発表論文等」での雑誌論文の
番号である。 
 
(1) フィンスラー多様体の研究では、needle 分解と非線形ガンマ解析という強力な理論をフィ
ンスラー多様体上で展開し、幾何学的な不等式の研究を行った。考えるのは、フィンスラー多
様体とその上の測度の組に対し、測度に応じてリッチ曲率を変形した重みつきリッチ曲率が定
数以上である状況である。重みつきリッチ曲率は実パラメータ Nを含み、これを特に Nリッチ
曲率と呼ぶことにする。Nリッチ曲率が定数 K以上であることは、曲率次元条件 CD(K,N)と同値
である。needle 分解とは、凸解析に起源を持つもので、近年 Klartag（2017）の画期的な研究
によりまずリーマン多様体で確立され、さらに Cavalletti-Mondino（2017）が曲率次元条件を
みたす測度距離空間へと拡張した。基本的な考え方は、与えられた空間上の不等式を、適切に
構成された測地線による分解を通して各測地線上での不等式に帰着させるものであり、1 次元
では具体的な解析による詳細な評価が可能であることから、見通しが良く適用範囲も広い証明
が得られる。特に Levy-Gromov 型の等周不等式において、従来の幾何学的測度論における高度
に技術的な正則性理論を経由しない別証明を与え、注目を浴びた。正則性を必要としないこと
から、曲率次元条件をみたす測度距離空間でも同様の等周不等式が得られ、これは Alexandrov



空間や計量が対称なフィンスラー多様体でも未知のものであった。Cavalletti-Mondino の結果
は通常の距離空間でのもののため、計量が対称でないフィンスラー多様体には適用されない。
そこで論文③では、計量が対称とは限らない一般のフィンスラー多様体で needle 分解の構成を
行い、Levy-Gromov 型の等周不等式を示した。その研究の中で、needle 分解による議論では計
量の非対称性が影響を与え、対称な場合より悪い評価しか得られないことが明らかになった。
これは、needle 分解による手法の現時点での限界を示すものとして、興味深い。 
 続けて、needle 分解における非対称性の問題点を解消するため、Sturm との以前の共同研究
（2009, 2014）において確立した熱流とBochner不等式に基づくガンマ解析の非線形板を進め、
Bakry-Ledoux 型の等周不等式と対数ソボレフ不等式、ソボレフ不等式（投稿中の論文及び論文
⑤）を示した。論文④はこれらについての概説論文である。Bakry-Ledoux 型の等周不等式は、
上記の Levy-Gromov 型の等周不等式で Nが∞の場合に対応するもので、この場合に限りガンマ
解析による解析的な証明が知られている。この証明法では計量の非対称性は影響せず、リーマ
ン多様体の場合と同じ（したがって最良の）評価が得られた。対数ソボレフ不等式、ソボレフ
不等式でも同様にリーマン多様体と同じ不等式が得られるが、非対称である場合にはソボレフ
不等式で許容される次数の範囲が少し狭くなる。この範囲の違いを解消できるかは未解決であ
る。フィンスラー多様体における Bochner 不等式は、p ラプラシアンの固有値の評価やその等
号成立条件など、既に多くの応用を持つ。本研究における非線形ガンマ解析の理論の発展によ
り、より多くの応用が期待できる。 
 
(2) 凸関数の勾配流の研究では、まず Palfia 氏（研究協力者）との共著論文⑥において、CAT(1)
空間上の凸関数の近接法に基づく勾配流の構成の研究を行った。CAT(1)空間とは三角形比較定
理の意味で断面曲率が 1以下の距離空間であり、曲率が 0以下の CAT(0)空間より複雑な位相構
造を持つ。この研究では、CAT(1)空間で角度が意味を持つことから導かれる、距離の第一変分
公式における一種の「可換性」に着目し、それを効果的に用いることで CAT(0)空間上での理論
で本質的な役割を果たす不等式を CAT(1)空間に拡張することに成功した。この不等式を用いて、
凸関数の勾配流に関する重要な性質（収縮性、発展変分不等式）が得られる。さらに応用とし
て、凸関数の和の勾配流の近接法による近似に関する Trotter 型の積公式を、CAT(1)空間に拡
張した。この研究は、角度が意味を持つという空間の「リーマン性」がどのように勾配流の振
る舞いに影響を与えるかを明らかにするものとして、評価されている。 
 勾配流に関係するもう一つの研究として、Daniilidis ら（2010）によって導入された自己収
縮性（self-contractedness）という概念に着目した。自己収縮性は、距離空間内の曲線につい
ての性質で、その曲線上の点から振り返ってみたときに、曲線上を動く点がその点に単調に近
づいてくることとして定義される。この性質により、曲線は渦巻いたり極端に蛇行することは
できない。自己収縮性は発展変分不等式から導くことができ、したがってリーマン多様体や CAT
空間上の凸関数の勾配曲線は自己収縮曲線である。凸関数の最適化理論に関係する問題として、
Daniilidis らはユークリッド空間やリーマン多様体において、有界な自己収縮曲線の弧長が有
限であることを示した（2015、2018）。このうちユークリッド空間では弧長の定量的な評価を与
えており、特に空間の有限次元性が弧長の有限性に本質的に必要であるという興味深い関係が
ある。一方、リーマン多様体での証明はコンパクト性による非定量的なものであった。論文②
ではユークリッド空間での議論をより精密に行い、さらにそれをアダマール多様体（単連結非
正曲率リーマン多様体）に適切に（定量的に）拡張した。また、その議論を精査することで、
適切な有限次元的な条件をみたす CAT(0)空間でも有界な自己収縮曲線の弧長が有限であるこ
とを示した。自己収縮性が距離空間でも意味がある概念であることから、多様体ではない特異
性を持つ空間でもその研究を行うことは自然であり、この論文での結果が多様体以外で初めて
得られたものである。その後、Zolotov がラムゼー理論を用いた異なる手法で自己収縮曲線の
弧長の有限性をより広い距離空間の族に拡張しており、自己収縮曲線の理論は広がりを見せて
いる。 
 
(3) Cheng-Zhou（2017）により、重みつきリーマン多様体において∞リッチ曲率が正定数 K以
上であるとき、スペクトル・ギャップ（またはポアンカレ不等式）での等号が成立するのは、1
次元低いリーマン多様体（再び∞リッチ曲率が K以上となる）と 1次元ガウス空間の直積と等
長なときに限ることが知られている。これは、古典的な小畠の定理の∞リッチ曲率版と見なさ
れる。Gigli 氏、Ketterer 氏、桒田氏（研究協力者）との共著論文①では、この Cheng-Zhou
の結果をリーマン的曲率次元条件 RCD(K,∞)をみたす測度距離空間に拡張した。Cheng-Zhou の
証明は、Bochner 不等式の等号成立条件を元に、固有関数を Cheeger-Gromoll の分解定理にお
ける Busemann 関数のように用いるものであり、ベクトル場や de Rham 分解などの多様体構造を
利用する理論が必要であった。測度距離空間ではこれらを使用できず、また特に RCD(K,∞)空
間の枠組では有限次元的な評価が使えないため、技術的に大変困難な問題になる。この研究で
は、Gigli による Cheeger-Gromoll 型の分解定理（2013）に部分的に沿いながら、無限次元性
による技術的困難を解消するために Ambrosio-Trevisan（2014）による regular Lagrange 流、
Gigli らによる RCD(K,∞)空間での解析的な道具立てなど最新の理論をうまく組み合わせるこ
とで、結論を導いた。幾何学的・幾何解析的な不等式（スペクトル・ギャップ、対数ソボレフ
不等式、等周不等式など）の等号成立条件、また等号に近い場合の空間の安定性（等号が成り



立つ状況に近いことを示す定量的な評価）は近年活発に研究されており、その理解に貢献する
研究である。 
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