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研究成果の概要（和文）：Jost-Hinrich Eschenburg氏と共同で、外的対称空間の外的対称部分空間の概念を導
入し、外的対称部分空間のLie三重系を用いた特徴付けを与えた。
田崎博之氏と共同で、コンパクト古典型Lie群の商群の極大対蹠部分群の分類および大対蹠部分群の決定を行
い、その結果を利用して、古典型コンパクトLie環の自己同型群の極大対蹠部分群の分類を行った。
田崎博之氏と保倉理美氏と共同で、コンパクト例外型Lie群G_2の極大対蹠部分群およびコンパクト例外型対称空
間G_2/SO(4)の極大対蹠集合の分類を行い、G_2のCayley代数の自己同型群としての実現を利用して、それらの具
体的表示を与えた。

研究成果の概要（英文）：In collaboration with Jost-Hinrich Eschenburg, we introduced the notion of 
an extrinsic symmetric subspace of an extrinsic symmetric space and gave a characterisation of 
extrinsic symmetric subspaces by using Lie triple systems.
In collaboration with Hiroyuki Tasaki, we classified maximal antipodal subgroups of the quotient 
groups of compact classical Lie groups and determined their great antipodal subgroups and by using 
them we classified maximal antipodal subgroups of the automorphism groups of compact classical Lie 
algebras.
In collaboration with Hiroyuki Tasaki and Osami Yasukura we classified maximal antipodal subgroups 
of compact exceptional Lie group G_2 and classified maximal antipodal sets of compact exceptional 
symmetric space G_2/SO(4). We gave an explicit description of them by using the realization of G_2 
as the automorphism group of the Cayley algebra.

研究分野： 微分幾何学

キーワード： 対称R空間　部分多様体　対蹠集合　外的対称空間
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１．研究開始当初の背景 
対称 R空間の概念は、1965 年に長野正によ

り等長変換群を含む非コンパク Lie 群の作用
を許容するコンパクト対称空間として導入さ
れ、竹内勝によりその胞体分割をはじめとす
る基礎的研究がなされた。対称 R空間は、あ
るコンパクト型 Riemann 対称空間の線形イソ
トロピー軌道として実現され、ユークリッド
空間の外的対称部分多様体として特徴付けら
れる他、コンパクト型 Hermite 対称空間の実
形としても特徴付けられる。研究代表者は、
連携研究者の田崎博之氏と共同で、コンパク
ト型 Hermite 対称空間の二つの実形の交叉が
離散的ならば対蹠集合になることを証明した
（引用文献①）。ここで、対称空間の部分集
合が対蹠集合であるとは、その任意の点にお
ける点対称ですべての点が固定されるときを
言う。この結果は、2次元球面（コンパクト
型 Hermite 対称空間）の異なる二つの大円（実
形）の交叉が互いに対蹠的な二点であること
の自然な拡張になっている。 
 
２．研究の目的 
対称 R空間は対称空間の中でも特に良い性

質を有するクラスで、ユークリッド空間およ
び球面の部分多様体としての他、モース理論
との関連、階別 Lie 環との関連、微分式系理
論との関連、シンプレクティック幾何との関
連など、多角的に研究がなされてきた。 
本研究課題では、対称 R空間を主に部分多

様体論の立場から研究し、その幾何構造をよ
り深く理解すると共に、関連する幾何学への
応用を目指した。具体的には、対称 R空間の
対称 R部分空間（全測地部分多様体でそれ自
身対称 R空間の構造を有するもの）の分類、
対称 R空間およびその商空間の極大対蹠集合
の分類を行い、対称 R部分空間同士の交叉の
構造、モース理論との関連、等長変換群を含
む大きい変換群の幾何との関連などを調べる。 
 
３．研究の方法 
(1) 対称 R空間の標準埋め込みは外的対称空
間であり、コンパクト充満外的対称空間が球
面に含まれるならば、それは対称 R空間の標
準埋め込みであることが Ferus により知ら
れている。外的対称空間の定義から、外的対
称部分空間が自然に定義できる。ただし、連
結性は仮定する。外的対称部分空間は、対称
R空間の全測地的部分多様体で、それ自身対
称 R空間の構造を持つものである。外的対称
空間の外的対称部分空間の分類について、
Eschenburg-Heintze による先行研究（引用文
献②）を利用することで、Eschenburg 氏と共
同で研究を進める。 
 
(2) 田崎氏との共同研究で、コンパクト型
Hermite 対称空間の二つの実形の交叉が離散
的ならば対蹠集合になることを示した。特に、
二つの実形が合同なときには、交叉は極大対
蹠集合になる。対称 R空間の対蹠集合につい

ては、田崎氏との共同研究で、標準埋め込み
を利用することにより、任意の対蹠集合は大
対蹠集合（対蹠集合の位数の最大値を与える
対蹠集合）に含まれること、および、大対蹠
集合同士は互いに合同であることを示した
（引用文献③）。これにより、対称 R空間の
極大対蹠集合は合同を除いて一意である。古
典型対称 R空間は、（連結とは限らない）あ
る古典型コンパクト Lie 群の極地または中心
体として実現できることを利用して、極大対
蹠集合の具体的表示を求め、さらに、古典型
対称 R空間の商空間の極大対蹠集合を分類す
る。 
 
４．研究成果 
(1) Eschenburg 氏と共同で、外的対称空間の
外的対称部分空間の概念を導入し、外的対称
部分空間の Lie 三重系を用いた特徴付けを与
えた。 
ユークリッド空間 V における外的対称空

間 M の部分集合 M' が外的対称部分空間で
あるとは、V のある線形部分空間 V' に対し
て、M' は M と V' の共通部分の連結成分で
あり、M' の任意の点における外的点対称で 
V' が保たれるときを言う。ユークリッド空間 
V における外的対称空間 M に対して、V はあ
るコンパクト型 Riemann 対称空間 P の原点
における接ベクトル空間と見なすことができ、
Vは Lie 三重系の構造を持つ。このとき、M は 
P の線形イソトロピー軌道である。我々は、V 
の線形部分空間 V' と M の共通部分の連結
成分が、外的対称部分空間であるための必要
十分条件は、V' が V の Lie 部分三重系であ
ることを証明した。また、Vの Lie 部分三重
系 V’が M と空でない交わりを持つための
必要十分条件を与えた。我々の結果から、対
称R空間 M がコンパクト型Riemann対称空間 
N の線形イソトロピー軌道として実現される
とき、外的対称空間 M の外的対称部分空間を
与えることは、N の原点を含む全測地的部分
多様体を与えることと同値である。本研究に
ついては引用文献④にまとめた。 
 
(2) 田崎氏と共同で、コンパクト古典型 Lie
群の商群の極大対蹠部分群の分類および大対
蹠部分群の決定を行い、その結果を利用して、
古典型コンパクト Lie 環の自己同型群の極大
対蹠部分群の分類を行った。 
対蹠集合の概念を最初に導入した

Chen-Nagano が、コンパクト対称空間の
2-number（対蹠集合の位数の最大値）を決定
する際に用いた議論を利用して、古典型コン
パクト Lie 群の商群の極大対蹠部分群を分類
し、各共役類の代表元の具体的表示を与えた。
その結果を用いて、位数が最大となる極大対
蹠部分群（大対蹠部部分群）を決定した。こ
れより、一般には、大対蹠部分群ではない極
大対蹠部分群が存在すること、および、大対
蹠部分群は互いに共役とは限らないことがわ
かった。これらの結果については発表論文②



にまとめた。この論文を投稿する段階で、
Griess, Yu による先行研究を知ったが、研究
手法や分類結果の表現において相違があるこ
とを確認した。 
古典型コンパクト Lie 環の自己同型群の極

大対蹠部分群の分類については、外部自己同
型を許容する場合が問題になるが、特殊ユニ
タリ群の場合には、非連結コンパクト Lie 群
の標準形を利用して極大対蹠部分群を分類し
た。これらの結果については発表論文①にま
とめた。 
コンパクト Lie 群の極大対蹠部分群の分類

結果は、コンパクト対称空間の極大対蹠集合
の分類に利用できる。コンパクト対称空間 M 
でコンパクト Lie 群 G の単位元の極地（単位
元での点対称による不動点集合の連結成分）
として実現できるものについては、G の極大
対蹠部分群の分類結果を利用することにより、
M の極大対蹠部分群の分類が可能になる。こ
れについては、現在研究を進めている。 
 

(3) 田崎氏と保倉理美氏と共同で、コンパク
ト例外型 Lie 群 G_2 の極大対蹠部分群および
コンパクト例外型対称空間 G_2/SO(4)の極大
対蹠集合の分類を行い、G_2 の Cayley 代数の
自己同型群としての実現を利用して、それら
の具体的表示を与えた。この具体的表示は、
極大対蹠集合とモース関数との関連を調べる
ことに応用できる。G_2 の単位元の極地は、
単位元を除けば、G_2/SO(4)のみであること、
また、G_2/SO(4)の原点の極地は、原点を除け
ば、二つの 2次元球面の直積の Z_2 作用によ
る商空間のみであることを利用した。 
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