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研究成果の概要（和文）：ハンドル体絡み目とは、３次元球面に埋め込まれたハンドル体のことです。種数１の
ハンドル体結び目は通常の結び目に対応しています。つまり、ハンドル体結び目は結び目の自然な一般化になっ
ています。本研究の研究成果は次にあげる通りです：multiple conjugation biquandle と呼ばれる部分的に群
の構造を持ったバイカンドルを定義しました。multiple conjugation biquandle 対して（コ）ホモロジー理論
が展開しました。

研究成果の概要（英文）：A handlebody-link is a disjoint union of handlebodies embedded in the 
3-sphere. A genus one handlebody-knot corresponds to a usual knot. That is, a handlebody-knot is a 
natural generalization of a knot. The results of this study are as follows: We defined a multiple 
conjugation biquandle, which is a biquandle with partial group operations. We introduced the (co)
homology theory for a multiple conjugation biquandle.

研究分野： 低次元トポロジー

キーワード： 結び目理論

  １版
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１. 研究開始当初の背景 
 
(1) ハンドル体結び目 
 
ハンドル体結び目とは、３次元球面に埋め込
まれたハンドル体のことです。複数のハンド
ル体を３次元球面に埋め込んだものはハン
ドル体絡み目と言います。種数１のハンドル
体結び目は通常の結び目（１次元球面の３次
元球面への埋め込み）に対応するので、ハン
ドル体結び目理論は結び目理論の一般化で
す。 
 
ハンドル体結び目は境界付き３次元多様体
なので、ハンドル体結び目に多様体の向きを
与えることができますが、この向きは結び目
の向きの一般化にはなっていません。これに
対して、S^1 向きとよばれるハンドル体結び
目の向きが、結び目の向きの自然な一般化と
して導入されたところでした。 
 
(2) カンドルとバイカンドル 
 
カンドルは、結び目のダイアグラムに対する
ライデマイスター変形を公理化して得られ
る代数であり、結び目の不変量を定義するこ
とができます。特に、群は共役演算とともに
カンドルを成し、このカンドルは結び目補空
間の基本群を与えます。結び目カンドルから
あるカンドルへの準同型写像は結び目彩色
を与え、その濃度は結び目彩色不変量となり
ます。 
 
一方、バイカンドルも、結び目のダイアグラ
ムに対するライデマイスター変形を公理化
して得られる代数であり、結び目の不変量を
定義することができます。カンドルとの違い
は、カンドルがアークを対象に交点において
一つの演算を対応させて代数の公理系を得
るのに対して、バイカンドルはセミアークを
対象に交点において二つの演算を対応させ
て代数の公理系を得ることです。特に、バイ
カンドルの over-arc に付随する演算を自明
にするとカンドルになり、バイカンドルはカ
ンドルの一般化であることがわかります。 
 
(3) 多重共役カンドル（と多重共役バイカン
ドル） 
 
多重共役カンドルは、ハンドル体結び目のダ
イアグラムに対するライデマイスター変形
を公理化して得られるカンドルであり、ハン
ドル体結び目の不変量を定義することがで
きます。カンドルとの違いは、交点だけでな
く頂点にも演算を対応させて代数の公理系
を得ることです。頂点に対応させる演算は、
多重共役カンドルにおいて部分的な積演算
として実現されます。 
 
一方、多重共役バイカンドル（とよぶべきも

の）はまだ定義されていませんでした。多重
共役バイカンドルは、バイカンドルと多重共
役カンドルの一般化であり、ハンドル体結び
目の不変量を定義することができます。 
 
 
 
２. 研究の目的 
 
ハンドル体結び目に対して定義された S^1
向きの構造を用いることで、新しい不変量を
構成し、ハンドル体結び目の性質を解明する
のに役立てることが研究の目的でした。 
 
(1) 多重共役バイカンドル 
 
カンドルは結び目のアーク彩色に関する普
遍的な代数であり、バイカンドルは結び目の
セミアークに関する普遍的な代数です。ハン
ドル体結び目のアーク彩色に関する普遍的
な代数として多重共役カンドルが定義され
ていましたが、ハンドル体結び目のセミアー
ク彩色に関する普遍的な代数（多重共役バイ
カンドル）は定義されていませんでした。多
重共役バイカンドルを定義することは研究
の目的の一つでした。 
 
(2) （コ）ホモロジー理論の構築 
 
結び目の（バイ）カンドルコサイクル不変量
は、（バイ）カンドルの（コ）ホモロジー理
論におけるコサイクルを用いて定義される
不変量です。ハンドル体結び目のバイカンド
ルコサイクル不変量を構成するために、多重
共役バイカンドルの（コ）ホモロジー理論を
構築し、コサイクルを探すことは研究の目的
の一つでした。 
 
 
 
３. 研究の方法 
 
(1) 多重共役バイカンドル 
 
バイカンドルの公理は、結び目に対するライ
デマイスター変形に対応して得られます。ハ
ンドル体結び目に対しても、同様にライデマ
イスター変形を公理化して代数を得るのが
基本的な方法です。しかし、原始的な公理化
は代数の構造を明らかにしたものではない
ので、この構造を明らかにして代数を定義す
る必要があります。 
 
(2) （コ）ホモロジー理論の構築 
 
頂点の重みにも対応した多重共役バイカン
ドルの（コ）ホモロジー理論は、バイカンド
ルの（コ）ホモロジー理論と多重共役カンド
ルの（コ）ホモロジー理論の一般化として展
開されるべきものであり、両理論を融合させ



ることを目指しました。 
 
 
 
４. 研究成果 
 
(1) 多重共役バイカンドル 
 
部分的に群の構造を持ったバイカンドルで
ある多重共役バイカンドルを定義し、その構
造を解明しました。また、バイカンドルを平
行化することで、任意のバイカンドルから多
重共役バイカンドルを構成しました。 
 
(2) （コ）ホモロジー理論の構築 
 
多重共役バイカンドルの（コ）ホモロジー理
論を構築しました。また、バイカンドルのコ
サイクルから多重共役バイカンドルのコサ
イクルを構成する方法を確立しました。 
 
これらの研究は  Masahide Iwakiri 氏、
Seiichi Kamada 氏 、 Jieon Kim 氏 、
Shosaku Matsuzaki 氏、Kanako Oshiro 氏
との共同研究です。 
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