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研究成果の概要（和文）：理想境界が1次元普遍空間と同相になる双曲的直角コクセター群の幾何的特徴付けが
得られ，この普遍空間を理想境界にもつ双曲的直角コクセター群をより具体的かつ視覚的に構成してみせた。高
次元普遍空間を構成するために、測地距離空間のn-対称積の等長写像群を研究し， p-距離をもつq次元バナッハ
空間Xのn-対称積の等長写像群を調べ，あるXの2-対称積の等長写像群はある可換2-群とXの等長写像群の半直積
と同型であり、 n>2のときXのn-対称積の等長写像群はXの等長写像群と同型であることが得られた。上記より、
q次元ポアンカレ空間の2-対称積の等長写像群がどんな位相群になっているかは興味深い問題である。

研究成果の概要（英文）：We obtain characterizations of hyperbolic right-angled Coxeter systems whose
 boundaries are homeomorphic to 1-dimensional universal spaces, and construct it more concrete and 
visual. To construct high dimensional universal spaces as boundaries, we study n-th symmetric 
products of geodesic metric spaces. First, we discuss　isometric groups of n-th symmetric products 
of fundamental q- dimensional Banach spaces X with p-metrics and have the following result: the 
isometric group of the 2-th symmetric product of some X is topologically isomorphic to the 
semidirect product group of some commutative 2-groups with the isometric group of X, and for n > 2 
they are topologically isomorphic. Hence, it is of interest to know what topological group the 
isometric group of the 2-th symmetric product of the q-dimensional Poincare space is.

研究分野： 幾何学

キーワード： 幾何学的群論　コクセター群　位相幾何　対称積　等長写像群　Menger 曲線　Sierpiskiカーペット　
理想境界

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
理想境界が1次元普遍空間と同相になる双曲的非直角コクセター群の構成は初めてN. Benakli’氏の博士論文に
登場したが、未だ数学雑誌にこの結果は出版されていない。しかしながら、私達はそのような性質をもつ双曲的
直角コクセター群をより具体的かつ視覚的に構成し、数学雑誌に私達の結果を掲載したことは大いに学術的かつ
社会的な意義があると思われる。また、無限次元の一部を除いて基本的なバナッハ空間のn-対称積の等長写像群
を決定したことと，特に 2-対称積の等長写像群のみ元のバナッハ空間の等長写像群と異なることが分かったこ
とは重要な学術的意義がある。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
  
本研究の目的は、幾何学的群論の中において重要な群である、CAT(0)空間に幾何的に作用する

無限 CAT(0)群を、その CAT(0)空間あるいはそのコンパクト化した空間の位相的性質からみた
研究、あるいは無限離散群の研究、基本群に関連する多様体の不変量の研究における道具である 
Gromov によって提案された Coarse 幾何学からみた研究は、幾何学の研究の中心的な興味のあ
る対象である。CAT(0)群におけるボレル予想について CAT(0)群が作用す CAT(0)空間の位相次
元の解明、Novikov 予想と関係の深い Coarse 的性質 asymptotic 次元の解明は重要な問題であ
る。さらに、埋蔵問題と関連がある理想境界の普遍空間の構成も重要な問題である。 
 
 
２．研究の目的 
 
 本研究の目的は、幾何学的群論の中において重要な群である、CAT(0)空間に幾何的に作用す
る無限 CAT(0)群の研究である。具体的には研究目的は以下の通りである。 
(1) CAT(0)群の幾何的に作用する CAT(0)空間の位相的性質あるいは Gromov に提案された 
Coarse 的 な性質の研究。特に、Borel 予想と関連があるその CAT(0)空間の位相的次元の有限性
と、Novikov 予想と関連がある asymptotic 次元の有限性の研究。 
(2) CAT(0)群であるコクセター群が幾何的に作用する CAT(0)空間の理想境界の研究。特に、そ
の理想境界が位相的普遍空間となる CAT(0)群の構成に関する研究。 
 
 
３．研究の方法 
 
コクセター群あるいは幾何学的群論に関する国内の第一人者である研究分担者の静岡大学の保

坂哲也氏、次元論と Coarse 幾何学に関する第一人者である早稲田大学の小山晃氏と共同研究を
行った。具体的には、メール・電話等を使用して定期的に連絡をして情報等を共有し、直接会
って議論を重ねながら研究を押し進めた。特に、メールにおいて、共同研究を行う場合は絵を
描いて説明することが多々あり、そのためスキャナーを利用し絵をメールで送ってやりとりを
した。また、研究集会等に参加し、幾何学的群論あるいは Coarse 幾何学に関する情報を収集し
た。さらに、早稲田大学幾何学セミナーにおいて最新の幾何学的群論あるいは Coarse 幾何学に
ついて議論をした。得られた研究成果を研究集会において発表、あるいは数学雑誌に投稿・掲
載した。 
 
(1) 研究分担者の保坂氏はコクセター群あるいは幾何学的群論の研究について国内における先
進的な研究者であるので、コクセター群から構成する CAT(0)空間、あるいは幾何学的群論の
一般論に関してメール等で綿密に連絡を取り合い、あるいは直接あって共同研究を行った。特
に、発表論文 2の投稿・掲載に関して綿密なやりとりを行った。 
 
(2) 早稲田大学の小山氏は次元論あるいは Coarse 幾何学の研究おいて国内で先進的な研究者で
ある。よって、小山氏と次元論に関してメール等で綿密に連絡を取り合い、あるいは早稲田大
学にて直接あって共同研究を行った。また海外からの Coarse 幾何学の情報を積極的に収集し、
早稲田大学幾何学セミナーにおいて最新の幾何学的群論あるいは Coarse 幾何学について議論し
理解を深めた。 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 無限コクセター群の境界として位相的普遍空間の構成について：すべてのｎ次元コンパク
ト距離空間はｎ次元メンガー普遍空間に位相的に埋め込めるので、ｎ次元理想境界を持つすべ
ての双曲群（あるいは CAT(0)群）は理想境界がｎ次元メンガー普遍空間となる双曲群（あるい
は CAT(0)群）に Coarse の意味で埋め込める可能性がある。つまり、理想境界がｎ次元メンガー
普遍空間となる双曲群（あるいは CAT(0)群）を構成することは、ｎ次元理想境界をもつ双曲群
の研究に対してとても重要な問題となっている。Benakli 氏の博士論文において、コクセター群
が幾何的に作用する双曲空間の理想境界が１次元メンガー普遍空間となる双曲（非直角）コクセ
ター群を初めて構成した（しかし、この結果は現在まで数学雑誌に論文として出版されていな
い）。その後、数人の研究者により理想境界がｎ次元メンガー普遍空間となるコクセター群を構
成したと発表されたが、現在まで数学雑誌に論文は出版されていない。静岡大学の保坂氏との共
同研究において、ある条件下で理想境界が１次元メンガー曲線（1次元コンパクト距離空間の普
遍空間）、またはシェルピンスキーカーペット（平面の 1 次元コンパクト部分空間の普遍空間）
となる双曲直角コクセター群の必要十分条件を示した。この結果より、理想境界がそれぞれ２つ
の普遍空間となる双曲直角コクセター群とその群が幾何的に作用する双曲空間をより具体的・
幾何的に構成した。この結果を数学雑誌に投稿し掲載したことは重要である（発表論文 2）。 



 
(2) バナッハ空間の対称積の等長写像群について： Borsuk と Ulam によって導入された空間の
対称積は、通常の積空間より複雑な空間になるため多くの研究者によって研究がなされてきた。
また、ある空間に幾何的に作用する群はその空間の等長写像群の部分群なので、空間の等長写像
群を調べることは幾何学的群論において重要である。CAT(0)空間の対称積にどんな群が幾何的
に作用するかは興味深い問題であり、高次元メンガー普遍空間を境界にもつ幾何学的群の構成
に応用される可能性がある。そのためバナッハ空間 X の n-対称積 Fn(X)の等長写像群とその元
の空間 X の等長写像群との関係を調べることは重要である。まず、基本的な p-距離をもつ q 次
元（無限次元も含む）バナッハ空間 lp

q の n-対称積 Fn(lp
q)の等長写像群 Iso(Fn(lp

q))を調べ、
一部の無限次元を除いて決定した。つまり、nが 3以上のときこの等長写像群は lp

q の等長写像
群 Iso(lp

q)と同相かつ同型であり、n = 2 のとき自然な写像において位相同型でない群があるこ
とを示した（発表論文 1）。詳しいことは次の表にまとめた。 
 

 p            
q
 q =1 q = 2 2 < q < ∞ q = ∞ 

 p =1  (Z/2Z)×Iso(l1
2)  ? 

n = 2 1 < p < ∞   Iso(lp
q)  

 p = ∞  (Z/2Z)×Iso(l∞
2) (⊕i=1

q-1(Z/2Z))×Iso(l∞
q) ? 

 p =1    ? 
n > 2 1 < p < ∞  Iso(lp

q)   
 p = ∞    ? 

表：Iso(Fn(lp
q))はどんな位相群か？（×は半直積を表す） 

 
このことから、nが 3以上ならば、測地距離空間 X の n-対称積 Fn(X)の等長写像群は Xの等長
写像群と同型だと予想されるが、2-対称積 F2(X)の等長写像群は Xの等長写像群と異なると予想
されるので、n = 2 のときが特に興味深いことが分かる。 
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