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研究成果の概要（和文）：低次元の格子上で定義される離散力学系を考察し，与えられた離散系が可積分系であ
るか，非可積分系であるかを判定するための手法を開発した．特に，複素射影平面上の写像が持つ特異点の分類
を行い，その特異点の構造によって，写像の可積分性が判断できる手法をいくつか提唱した．また，可積分な双
有理写像の幾何学的構造や対称性に基づいて，離散パンルヴェ方程式という典型的な非自励の離散可積分系を系
統的に構築する方法を開発した．
さらに，超離散可積分系の代数的及び組み合わせ論的性質を用いて，２種類のソリトン・セル・オートマトンの
新しい解法を発見した．

研究成果の概要（英文）：I mainly studied discrete dynamical systems defined on low-dimensional 
lattices and developed methods for deciding on the integrability or non-integrability of such 
discrete systems. In particular, I classified the types of singularities that may arise in mappings 
of the complex projective plane and proposed several new methods for deciding on the integrability 
of such mappings, based on the structure of their singularities. I also developed a systematic 
method for constructing discrete Painleve equations ― the prototypical discrete integrable system 
― based on the symmetries and geometric structure of integrable birational maps.
Furthermore, using certain algebraic and combinatorial properties of ultradiscrete systems, I 
discovered new solution methods for two types of soliton cellular automata.

研究分野：数物科学・数学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
 
離散可積分系に関する研究は，すでに，40年
前から始まったが，未だに様々な観点から幅
広く行われている． 
1970年代の広田良吾の先駆的な離散化手法
[1]，京都大学のグループが1980年代前半に提
案した 離散可積分系の佐藤理論に基づく一
般的な構成法 [2]などの研究成果は，実は，
時代に先んじて，当時は十分に評価されなか
った．そこで，1990年代初頭に離散可積分系
を対象とする研究の急発展をもたらしたもの
は，まず，パンルヴェ方程式の離散版の発見
[3]とそれに使われた特異点閉じ込め法の開
発であり，そしてもう一つの引き金は，2次元
と3次元の格子上で定義される離散可積分系
の幾何学的な解釈である[4]．さらに，1990
年代に起きたもう一つの重要な発展は，可積
分なセル・オートマトンとそれらを離散可積
分系と結ぶ超離散極限[5]の発見である．超離
散可積分系の性質はまだ完全に理解されてい
ないため，現在でも活発に研究されている． 
 
高次元の格子上で定義される離散可積分系の
一般解，またはその一般解の性質などが未だ
にあまり解明されていないことはこの分野で
とても大きいな問題ではあるが，低次元の場
合でも，例えば平面上の可積分な双有理写像，
特に非自励の写像の研究においても，本研究
課題を提案した段階ではとても大きな問題は
たくさん残っていた． 
一つは，双有理写像，特に非自励の双有理写
像の可積分性が容易に判定できる厳密な手法
がまだ知られていない問題であった． 
もう一つの問題は，非自励の双有理写像の分
類があまり解明されなかったことである． 
自励系の場合には，双有理写像の反復による
（一般解を表す有理関数の）次数の増大によ
る分類は2000年代初頭に得られたが[6]，非自
励の写像に関しては類似した結果は存在しな
い．もちろん，任意の非自励係数を持つ写像
の分類は不可能だが，係数に比較的に軽い技
術的な仮定をおくと，写像の次数の増大が代
数幾何学的に４つのクラスに区分できること
はほぼ4年前に示された．しかし，この分類に
おいては，線形化可能な写像とそうでない写
像の扱いが大きく変わる．線形化可能でない
写像に関しては，坂井秀隆による分類[7]は知
られているが，線形化可能な写像の分類は本
研究課題を提案した段階ではまだできてにな
かった． 

 

超離散系，特に箱玉系という特殊な可積分な
セル・オートマトンの研究においては，結晶
化（crystallization）という概念が 1990 年
代末に現れてから，広いクラスのソリトン・
セル・オートマトンの代数的構造が説明でき
るようになり[8]，解空間を制限した場合，
初期値問題を解く方法は幾つか提案された．
しかし，この数年，超離散可積分系の解空間

が実数上でも考察され[9,10]，その研究で大
いに役立つ解法が，実は，離散可積分系と同
じような代数的な構造に基づくものである
ことが明らかになり，それぞれの解法の間の
接点を解明する必要があった． 
 
 
２． 研究の目的 
 
本研究に，主に，次の三つの目的があった． 
 
(1) 可積分な離散系の幾何学的または代数的
な構造に基づき，離散可積分系の間の関係を
明らかにし，離散パンルヴェ方程式の系統的
な構築法を開発すること． 
 
特に，写像が持つ特異点による非自励化，ま
たは豊かな自由度を持つ非自励可積分系の
退化から得られる退化配列（cascade）の構
成，及びその cascadeに現れる様々な方程式
の分類と方程式の間の関係を解明すること
は重要な目的であった． 
 
(2) 低次元の離散系，特に複素射影平面上の
双有理写像が持つ特異点の分類を行い，２階
の双有理写像の可積分性が厳密に判定でき，
簡単に適用できる手法を開発すること． 
 
(3) 箱玉系に対する既存の解法を他の超離散
系に拡張し，そう言った系の初期値問題が容
易に解ける代数的かつ組み合わせ論的な手
法を開発すること． 
さらに，以前に，超離散 KdV 方程式におけ
る実数上の初期値問題に関して提案した解
法[9,10]の代数的根拠を解明すること． 
 
 
３． 研究の方法 
 
離散パンルヴェ方程式などの低次元離散可
積分系の性質を分析するとき，写像の特異点
の性質を調べるために導入された「特異点閉
じ込め方」という手法をさらに発展させた．
さらに，写像に対する「初期値空間」の性質
を調べるときに様々な代数幾何学的な手法
を用いた． 
 
離散パンルヴェ方程式の構築には，有理楕円
曲面論，特に有理楕円曲面の小木曽・塩田
[11]または Persson・Miranda[12]による分類
を用いた．さらに，具体的な計算には大規模
の数値処理が必要であり，Mupad や Reduce と
いう数式処理ソフトウェアも一つの重要な
ツールであった． 
 
箱玉系の初期値問題に対する研究において
は，組み合わせ論や表現論で開発された
「KKR-bijection」は重要な道具であった． 
さらに，超離散 KdV 方程式に関する研究では，
離散可積分系における逆散乱法，特に



Darboux 変換による波動関数の構成法とその
変換のスペクトルへの作用は重要な数学的
な道具であった． 
 
 
４． 研究成果 
 
(1) 本研究計画を提案したとき，双有理写像
の可積分性判定法をめぐる問題に対し，割と
すぐに，とても重要な結果が得られることは
想定していなかったが，実は，この問題に対
する研究は初年度の 2015 年度からすぐに急
加速化し，結局，この３年間で行われた研究
の半分以上を占めることになった．この課題
について，主に，パリ第７大学の A.Ramani と
B.Grammaticos，及び東京大学・数理科学研
究科の T. Mase と共同研究を行った． 
 
まず，複素平面上の双有理写像における係数
の非自励化により，写像の可積分性判定に利
用される「代数的エントロピー」または「力
学系次数」（dynamical degree）が比較的に
簡単に計算できる手法を開発した．特に，与
えられた写像が非自明なゲージ自由度を持
ち，その写像の非自励化から得られ情報が決
定的でない場合でも可積分性について厳密
な結果が出るような手法を提唱した．さらに，
その関連で，特異点閉じ込めという性質を持
たない写像のエントロピーが，特殊な場合に
は，特異点のパターンに対する極限操作で計
算できることも示した[○11 ]．その手法の代数
幾何学的な根拠は論文[○10 ]で解説されてい
る．厳密にいうと，この代数幾何学的根拠は
２階の双有理写像の場合に限られているも
のではあるが，実は，同じ手法が高階の双有
理写像にも適用できる証拠もあり，[○9 ]では
そういった実例を幾つか紹介している． 
 
一方，2016 年の夏にカナダで行われた研究集
会 SIDE12 にて，R. Halburd と議論できた結
果，Halburd が代数的エントロピーを計算す
るために提案した方法[13]を大幅に簡略す
ることに成功し，特異点閉じ込めという性質
を持つ写像の dynamical degree を，特異点
の配置から得られる情報のみで，既存の手法
と比べて極めて容易に計算できる方法を提
案することができた[○8 ]．さらに，２階の双
有理写像における特異点の分類が完全にで
き[○2 ]，提案した可積分性判定法を特異点閉
じ込めという性質を持たない写像まで拡張
することもできた[○1 ,○3 ]． 
 
(2) B. Grammaticos と A.Ramani との共同研
究で，E_8^(1) の対称性を持つ離散パンルヴ
ェ方程式の様々な退化から得られる離散パ
ンルヴェ方程式を考察した．特に，自励系へ
の極限において「非 QRT 型」と呼ばれる，高
次の保存量を持つ写像に対応する新しい離
散パンルヴェ方程式に注目し，幾つかの場合
にその新しい方程式を既知の離散パンルヴ

ェ方程式と結ぶMiura変換を構成することが
できた[○7 ]．また，E_8^(1) の対称性を持つ
q-型離散パンルヴェ方程式の様々な退化か
ら得られる離散可積分系を考察した結果，新
しい線形化可能な離散系，及びそれらの非自
励化と具体的な線形化を２組，及び新しい離
散パンルヴェ方程式を２つも発見した[○6 ]． 
 
さらに，ある意味で，上述の結果の逆方向で， 
QRT-型の（自励の）写像から出発したとき，
その写像を自励極限に含み，E_8^(1)の対称
性を持つ離散パンルヴェ方程式，及びそれら
の方程式のcascadeに属する離散パンルヴェ
方程式をすべて系統的に構築できる手法も
考案した[○5 ]．  
 
(3) グラスゴー大学の J.J.C. Nimmo，立教大
学の S. Kakei 及び京都大学の S. Tsujimoto
との共同研究で，高橋・薩摩が発見した箱玉
系という有名な超離散可積分系の作用・角変
数による線形化を考察した結果，約 10 年前
に国場・高木・竹野内に提唱された表現論的
かつ組合せ論的な意味を持つ「rigged con- 
figuration」に基づく線形化に初等的な証明
を与えることができ，その証明を高橋・松木
平が発見した運搬車付き箱玉系の作用・角変
数による線形化まで拡張することにも成功
した[○4 ]． 
 
さらに，J.J.C. Nimmo と，同じグラスゴー大
学の C. Gilson との共同研究で，以前に超離
散KdV方程式のコーシ問題に対して提案した
解法を定式化することにも成功した．しかし， 
Jon Nimmo 氏が昨年突然に逝去されたことに
より，この結果を発表する論文はまだ作成中
である．この論文をできるだけ今年の夏頃に
投稿する予定である． 
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