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研究成果の概要（和文）：乗法作用素と合成作用素の積である荷重合成作用素について, Hardy-Hilbert空間上
におけるToeplitz性,及び一様位相,強,弱位相での「近似的Toeplitz性」を特徴付けた.また,その特徴付けは,未
解決問題である「コンパクトな荷重合成作用素の特徴付け」と関係するという結果を得た. Bloch及びlittle 
Bloch空間で,２つの自己解析写像が導く合成作用素のそれぞれのコンパクト性とそれら解析写像の積が導く合成
作用素のコンパクト性の関係を明らかにした. これは,自己解析写像の族の代数構造と合成作用素の性質の対応
を与える.

研究成果の概要（英文）：We have characterized the asymptotic Toeplitzness associated with weighted 
composition operators on the Hardy-Hilbert space in the uniform operator, strong and weak 
topologies. Indeed, the non-trivial uniformly asymptotically Toeplitzness is equivalent to the 
compactness of the weighted composition operator. Also, we have considered the hyperbolic 
derivatives of products of analytic self-maps of the unit disk and so provided explicit examples of 
products that induce compact composition operators on Bloch and little Bloch spaces.

研究分野： 数物系科学
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１．研究開始当初の背景 
単位円板上の解析関数空間の理論は, 20 世

紀初頭の G.H. Hardy, J.E. Littlewood 等に
よる研究を源としている.そして,「函数解析
学」の発展に伴い,解析関数からなる空間を線
形空間,Banach 空間としてみることによって, 
理論の発展を導く新しい手法が供給されてき
ている. 申請者の主な目的は解析関数空間上
で作用する線形作用素の「函数解析的な性質」
を,その作用素の定義域である関数空間に属
する解析関数の「函数論的性質」で特徴付け
ることである.特に，「乗法」や「合成」とい
う基本的な演算を持つ作用素について研究を
行ってきた. 
1982 年 J. Barria と H.R. Halmos は, 

Hardy-Hilbert空間H^2におけるToeplitz作
用素という「乗法作用素」から派生したもの
について,「近似的 Toeplitz 作用素」という
拡張的な定義を付け加えた.2007 年以後 J.H. 
Shapiro 等が「合成作用素の近似的 Toeplitz
作用素性」を研究している.この問題は,全く
性質の異なる Toeplitz 作用素と合成作用素
が実は近似的には似通っている点を指摘する
興味深い問題になっている. 
「合成作用素」については 1960 年代中頃

から活発に研究が行われていたが，1990 年に
J.H. Shapiro と C. Sundberg が H^2 上の合
成作用素全体の空間の位相構造について，い
くつかの問題を提出した. その一つである, 
「異なる 2つの合成作用素が同じ連結成分に
属することとその 2つの合成作用素の差がコ
ンパクトであることは同値か」，という問題は
研究者にとって重要な問題になった.申請者
はこの問題を,単位円板上の有界解析関数空
間において完全に特徴付け，共同研究の結果
として 2001 年に発表した．「双曲型距離」を
使ったその特徴付けは H^2 空間の場合にも
応用され， Bloch 空間上の合成作用素の研究
へ発展することとなった.さらに, 韓国高麗
大学の B. Choe,H. Koo 両教授は荷重 Bergman
空間や Fock 空間で合成作用素の線形結合の
研究を行っている.これらを受け, H^2 空間に
おける荷重合成作用素全体の空間の位相構造, 
Hilbert-Schmidt difference の解明に着手し
た. 

 
２．研究の目的 
「近似的 Toeplitz 作用素」については,乗

法作用素と合成作用素の積である荷重合成作
用素の Toeplitz 性及び一様位相,強,弱位相
での近似的 Toeplitz 作用素性を特徴付ける.
また,この問題から生じた「特性関数がシンボ
ルである Toeplitz 作用素と合成作用素の積
のコンパクト性の特徴付け」も考察し,未解決
問題である「Hardy 空間上のコンパクトな荷
重合成作用素の特徴付け」への手がかりを導
きたい. 
「合成作用素」については, Bloch および

little Bloch 空間で, ２つの自己解析写像が
導く合成作用素のそれぞれのコンパクト性と

それらの積のコンパクト性の関係を明らかに
したい. 
 
３．研究の方法 
本研究課題について,研究代表者が中心と

なり, 研究分担者と国内外の研究協力者も含
めて, e-mail による情報交換, 研究打ち合
わせの出張による討議, 検討により目的を達
成する.特に,泉池フェローとの共同研究は, 
夏,春季休暇期間中の新潟大学での１週間程
度の滞在で行われた. もともとこの方法は泉
池フェローの外国研究者との共同研究は何の
準備もない 2週間程度の大学滞在に端を発し
ているという示唆に因る. 泉池フェローと新
潟大学数学教室の御好意により,コンピュー
タ付のオフィスを用意していただき, 集中的
に研究が出来た.Bloch 空間上の合成作用素
についての研究も,研究分担者の細川准教授
と,随時草稿を添付した e-mail による情報
交換を行い,夏,春季休暇期間中の茨城大学へ
の出張で集中的に押し進めた.  
また,Hilbert-Schmidt difference は韓国

高麗大学の Choe, Koo 両教授との共同研究に
なったため,2016,2017 年の大学祭の間に高
麗大学を訪問,又両教授が「関数環研究集会」
の際に来日して討議を行った. 
 
４．研究成果 
（1） Toeplitz 作用素の拡張的な定義である
「近似的 Toeplitz 作用素」の問題について,
合成作用素の場合でも研究されている. 大野
は乗法作用素と合成作用素の積である荷重合
成作用素の Toeplitz 性及び一様位相,強,弱
位相での近似的 Toeplitz 作用素性を特徴付
け,荷重合成作用素のコンパクト性について
も考察した. 強,弱位相においては, 乗法作
用素の部分に関係なく,合成作用素の部分に
よって性質が決定するという知見を得て,投
稿し受理された. また,この問題から生じた
「特性関数がシンボルである Toeplitz 作用
素と合成作用素の積のコンパクト性の特徴付
け」の問題も,研究分担者泉池敬司新潟大学フ
ェローと考察したが,解決には至らなかった。
この問題への解答が,未解決問題である
「Hardy 空間上のコンパクトな荷重合成作用
素の特徴付け」への手がかりを導くと信じら
れる. 
(2) 単位円板の自己解析写像とそれが導く合
成作用素の関係は函数解析学と函数論を結ぶ
興味深い,重要な問題である. 研究分担者細
川卓也准教授（茨城大学）と Bloch および
little Bloch 空間で, ２つの自己解析写像が
導く合成作用素のそれぞれのコンパクト性と
それら解析写像の積が導く合成作用素のコン
パクト性の関係を,ある意味「双曲型微分」と
なる幾何函数論的な特徴付けを行った.さら
に,値域が栗の形をしていることから「マロン
写像」と名付けた例を作った. 引き続き,韓国
高麗大学の Choe, Koo 両教授も加わり,Hardy
空間の場合を考え,このときの合成作用素の



挙動はあるweightの荷重Bergman空間上の荷
重合成作用素の挙動と同値になる,という知
見を得た. この同値性は,この分野でかなり
有効なものとなろう. 
(3) Choe, Koo 両教授による「3つの合成作用
素による線形結合のコンパクト性」の結果に
触発された「Hilbert-Schmidtness」について
の考察を行った. 2 つの合成作用素の差が
Hilbert-Schmidt型でない2組について,その
2 組の差が Hilbert-Schmidt 型である例を作
成した. 
(4) 荷重 Bergman 空間から Bloch 空間への積
分作用素の有界性, コンパクト性を特徴付け
た. この積分作用素は Volterra 作用素, 
Cesaro 作用素の拡張である.これに連動して, 
細川准教授と荷重 Bergman 空間から 一般化
された BMOA 空間へ作用する積分作用素の考
察を開始した. 有界性, コンパクト性を特徴
付け, 一般化された VMOA 空間の場合も考え
に入れることとなった.これらの空間は多く
の解析関数空間を例として含み,興味深いも
のである. 
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