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研究成果の概要（和文）：本研究課題において，可換Banach環上の乗法的スペクトル保存写像の構造を解明する
とともに，関数空間上の全射等距離写像の構造を調べた．特に閉区間[0,1]上の連続微分可能な複素数値関数全
体C1([0,1])に対しては，これまでに複素線形性を仮定した上で，全射等距離写像が特徴付けられ， C1([0,1])
のノルムごとに個別の証明が与えられていた．本研究課題においては，これまで独立に扱われていた手法を統一
的に証明する方法を発見し，さらに複素線形性を仮定せずに全射等距離写像を決定することを可能とした．

研究成果の概要（英文）：In this research subject, the structure of, what is so called, 
multiplicatively spectrum preserving maps between commutative Banach algebras was investigated, and 
the structure of surjective isometries between function spaces was characterized. For the complex 
linear space C�[0,1]) of all continuously differentiable complex valued functions on the closed 
unit interval [0,1], we have characterized surjective, not necessarily linear, isometries on C�[0,
1]) with respect to some norms; the space C1([0,1]) has many norms, and the proof of the 
characterization of isometries were given to each norm. In our argument, we introduce a notion to 
unify these norms, and give a unified proof to characterize surjective isometries on C1([0,1]).

研究分野：函数解析学

キーワード： 等距離写像　端点　Choquet境界　関数環　可換Banach環　極大イデアル空間

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
乗法的スペクトル保存写像の研究は2000年頃に始まり，この10年の間に世界的な競争が生まれ活発な研究がなさ
れたきた．本研究では特に可換Banach環において，世界をリードする研究成果をあげることに成功した．また．
スペクトル保存写像に関連して，保存問題としての等距離写像の研究を始めた．等距離写像は少なくとも1932年
には研究がなされ現在も継続する分野である．しかし線形とは限らない等距離写像はほとんど研究されていない
ようである．古典的問題でありながら，世界の先端をゆく研究が本研究において始められた．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
線形とも連続とも限らない写像の構造の研究は，Molnar の結果により世界的な注目を集めて
いた．特に，積のスペクトルを保存する写像の構造が様々な Banach環に対して研究されてい
た．そこで，より一般の Banach環に対する情報的スペクトル保存写像の構造を解明したい，
という欲求が自然と湧いてくる．さらに，席のスペクトルに対応して和のスペクトル保存写像
を考えることは極めて自然であり，このことから等距離写像との関連がうかがえる． 
２．研究の目的 
C(X)によりコンパクト Hausdorff空間上の複素数値連続関数全体を表す．C(X)は各点での演算
と最大値ノルムによって可換 Banach環となる．X上の関数 fのスペクトルをσ(f)で表す．関
数 fのスペクトルは fの値域 f(X)と同じであることが知られている．Molnarは次の意味でスペ
クトルを保存する全射 S : C(X) → C(X)の構造を調べた． 
σ(S(f)S(g)) = σ(fg)  (f, g ∈ C(X))  or  σ(S(f)S(g)*) = σ(fg*)  (f, g ∈ C(X)) 

ただし h*は，関数 hの複素共役である．注目すべき点は，Sは上の意味でスペクトルを保存す
るが，線形とも連続とも限らないことである．これまでの函数解析学の研究では，主に線形写
像が扱われてきたが，Molnar の結果以降は，線形とは限らないがある種の構造を保つ写像が
研究されるようになった．本研究においては，Molnar の定理に現れる 2 種類の仮定条件を統
一的に扱い，より一般の条件のもとで，さらに C(X)とは限らない可換 Banach環に対しても類
似の結果を得ることを目的とする．特に，写像 Sの形を決定する情報がスペクトルのどこに隠
されているのかを探ることも重要な問題である．実際，ある種の Banach環に対しては，写像
の構造はスペクトルの最遠点に含まれていることが Luttman and Tonevにより示されている．
したがって，類似の結果が一般の可換 Banach環に対しても成り立つことが期待される． 
 また，積のスペクトルのかわりに「和のスペクトル」を考察することは自然な問題である．
このとき，さらに差のスペクトルを保存する写像，つまりσ(S(f) – S(g)) = σ(f – g)を満たす S
を考えれば，この問題が必然的に「等距離写像」と密接に関連していることが分かる．これま
で等距離写像に関する多くの研究成果が得られているが，それらの多くは線形性を仮定した上
で構造を解明するものであった．Molnar 以降の研究では，線形性は他の条件から自然に導か
れ得ることが知られているため，本研究においても「線形とは限らない等距離写像」の構造を
解明することを研究目的とする． 
 
３．研究の方法 
Molnar の導入した乗法的スペクトル条件 
σ(S(f)S(g)) = σ(fg)  (f, g ∈ C(X))  or  σ(S(f)S(g)*) = σ(fg*)  (f, g ∈ C(X)) 

を一般の可換 Banach 環に対して，しかも統一的に考察するためには，一つの写像Ｓの構造を調
べるのではなく，写像の組み(Ｓ,Ｔ)の構造を調べる必要がある．さらにスペクトル全体ではな
く，適切な部分集合を考えることにより，スペクトルのどこに写像の構造を決定する情報が含
まれているのかを調べる．スペクトルの最遠点までの距離がスペクトル半径であることから，
スペクトル保存写像とある種の等距離写像が密接に関連していることが期待される．そこで線
形とは限らない等距離写像の構造を解明することにより，古典的理論である等距離写像を現代
的視点である保存問題として再構築する． 
 
４．研究成果 
（１）C1([0,1])やある種の正則関数のなす Banach 空間，ベクトル値の Lipschitz 関数空間上
の全射等距離写像の構造を，いくつかのノルムに対して，線形性を仮定せずに解明した．具体
的には，C1([0,1])上の全射等距離写像の構造定理は，Cambern (1965), Rao and Roy (1971), 
Koshimizu (2011)の結果を拡張し，統一的手法による証明を与えることに成功した．複素平面
の単位開円板嬢の正則関数で，その導関数が有界であるもののクラスを S∞で表す．S∞のノルム
を，導関数の最大値ノルムからを用いて定義し，このノルムに関する全射等距離写像の表現を
与えた．この定理は，Novinger and Oberlin (1985)の結果では解明されていない p = ∞の場
合を解決する者である．Lipschitz 空間上の等距離写像に関しては，端点を用いた手法ではな
く，Lumer’s method と呼ばれる方法を用いることにより，C(X)に値をとる Lipschitz 空間の
間の全射複素線形等距離写像の形を，最大値ノルムと Lipschitz 定数との和で与えられるノル
ムに関して決定した． 
（２）乗法的スペクトル保存写像の構造を，Banach 環全体とは限らない積で閉じた集合に対し
て解明した．これまでにいくつかのスペクトル条件に対するスペクトル保存写像が考察されて
きた．本研究では，それらのスペクトル条件に対して，可換 Banach 環や関数環の部分集合を考
えスペクトルを保存する写像の組みの構造を解明することにより，既存の結果を拡張し統一的
に記述することを可能とした．特に，Molnar の定理では個別の証明が与えられていたスペクト
ル保存写像の結果は，複素共役に限らず写像の組みがスペクトルを保存する，と考えることに
より同じ枠組みで考察することができるようになった． 
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