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研究成果の概要（和文）：ラフパス理論と特異な確率偏微分方程式論の双方について、当初の計画どおりに順調
に研究を進めた。ちなみに後者は歴史的に見ると、前者からの派生である。本研究の主力はラフパス理論とマリ
アバン解析の融合に注いだ。通常の伊藤流の確率微分方程式に関するマリアバン解析に関しては既に大量の結果
があるが、それでも解かれず残っている重要問題もある。そのうち幾つかをラフパス理論を使って解けたことは
幸運であった。一方、研究の表題にも入れた特異な確率偏微分方程式については、それまでに論文を書いたこと
はなかったが、研究期間中に二本論文を書くことができ、無事にこの話題に参入できた。

研究成果の概要（英文）：Following the initial research plan, I studied both rough path theory and  
singular stochastic PDEs. By the way, the latter theory is a ramification of the former. My main 
efforts was to unify rough path theory  and Malliavin calculus. For  usual SDEs in Ito's sense, 
there are already so many results on Malliavin calculus. However, it is also true that some 
important problem are still remain unsolved. It is fortunate for me that I was able to solve a few 
of them by using rough path theory. As for singular stochastic PDEs,  I had written no paper on them
 at the beginning of this research project. But, I was able to write two paper during this project 
and successfully joined this research topic.

研究分野：確率論

キーワード： ラフパス理論　確率微分方程式　特異な確率偏微分方程式　マリアバン解析　大偏差原理　非整数ブラ
ウン運動
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研究成果の学術的意義や社会的意義
ラフパス理論とその派生である特異な確率偏微分方程式論は確率解析分野における新興勢力である。今までの標
準的理論であった伊藤流の確率解析の議論とは全く違う発想に基づいていること、既に数々の強い結果が生まれ
たことから見て、これらの話題が現在の確率解析業界において最重要であることは疑いがない。しかし数学技術
的に難しいこともあり、現在の日本ではこれらの新しい話題を研究している人は少ないのが現状である。このよ
うな状況の中で、本研究が着実に研究を進めたことは、確率論的な観点から見ると大きな意義があったと思う。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
題目に掲げた二つの理論についてそれぞれ書く。 
 
(1) ラフパス理論については、理論の骨格部分に関しては、当時既にほぼ完成の域に達しつつあ
った。基礎的な問題はほぼ解けてしまい、研究者それぞれが自分はこれからどの方向に向か
うのかを決断しなければいけない状況だったと思う。筆者は基本的にはラフパス理論に残り、
マリアバン解析と組み合わせて、技術的に高度な問題を解く方向を選んだ。 

 
(2) 特異な確率偏微分方程式論についてはまだ始まったばかりであったので、新しすぎて状況が
それほどはっきりしなかった。2014年の Hairerのフィールズ賞受賞の興奮が冷めていなか
った時期だったので何か大きなことが起きそうな予感はしていた。しかし筆者自身はこの非
常に難解な分野について、それまで論文を書いたことがなかったので、とにかく何か論文を
書いて、この重要な話題に遅れを取らずに参入せねばならないと思っていた。 

 
２．研究の目的 
 
(1) ラフパスに関して一言で説明すれば、ラフパス理論にマリアバン解析を合体させることが目
的であった。広いが浅い結果よりも、たとえ興味を持つ人が少なくても、深い結果を証明で
きるように努力した。中でも一番価値が高いのは、通常の伊藤型の確率微分方程式に関する
未知の結果を、ラフパスの理論の特徴を生かした方法により示すことであろう。また非整数
ブラウン運動で駆動されるラフパスの意味での確率微分方程式は、マリアヴァン解析という
強力な理論を適用すればまだまだ面白い結果が発見できると思う。 

 
(2) 特異な確率偏微分方程式論はあまりに技術的に難解なために、まずは論文を一本（以上）書
いて、この話題に参入すると共に、この話題では数学的には何が起きているのかを把握する
ことが当初の目的であった。数学的には定式化できていないが、物理的には重要とされる特
異な確率偏微分方程式論はかなり存在するようなので、これらの模型が持つ物理的な性質を
この理論を使って数学的に証明できたら理想的であろう。 

 
３．研究の方法 
 
通常の数学研究なので、淡々とごく普通のことを行っただけである。この分野の論文を読む、近
隣分野の本も読む、毎日地道に計算練習をする。また研究会に出て、最新の情報を耳学問するこ
とも重要である。現代では文献の量が多すぎて、一人の研究者が読んで全部の内容を把握できる
可能性はほとんどないからだ。研究会での自分自身の発表ももちろん重要である。聴衆からの反
応が新たな気づきをもたらしてくれることもある。同分野の研究者との会話による交流は非常
に重要である。新しい論文の「ネタ」がみつかるのは、往往にして同僚とのとりとめのない会話
の中からだからである。 
 
 
４．研究成果 
 
(1) ラフパス理論とマリアバン解析と大偏差原理について。Freidlin-Wentzell 型の大偏差原理
というのは通常の確率微分方程式に対する小雑音極限と呼ばれる種類の問題に付随した非
常に有名な大偏差原理だが、ラフパス理論経由の別証明が以前から知られている。しかし、
この大偏差原理のピン留め拡散過程に対して成立するかどうかは基本的には未知であった。
筆者はこれをラフパス理論と quasi-sure 解析（これはいわばマリアバン解析の中のポテン
シャル論に相当する部分である）を組み合わせて証明した。これまでラフパス理論を通常の
確率微分方程式に適用した場合は、有名な結果の別証明ばかりで、真に新しい結果が得られ
たという例は世界的にも事実上無かったと思うが、この仕事はある意味で第一号であると言
える。もちろん証明中ではラフパス理論の長所やマリアバン解析の特徴が存分に発揮されて
いる。 
 
(2) ラフパス理論とマリアバン解析と熱核の非対角の場合の漸近展開について。熱核は幾何学的、
解析学的な観点からは非常に重要な研究対象である。ファインマン・カッツ公式により、熱
核の確率論表示ができることにより、熱核の研究には実は確率微分方程式論が使えることは
良く知られている。熱核の研究において短時間の漸近展開は伝統的な問題なのであるが、こ
の仕事においては準楕円型の二階微分作用素に付随する熱核の非対角な場合の漸近展開を



ラフパスとマリアバン解析を組み合わせて研究した。この仕事の「売り」は多様体上の二点
が遠く離れている場合、特に切断跡に入っている場合について、任意の次数までの展開を証
明したことである。これは楕円型（すなわちリーマン多様体）の場合ですら新しい。証明は
ラフパス理論とマリアバン解析（特に渡辺流マリアバン解析における漸近展開理論）による。
この結果は確率論的に新しいというだけでなく、微分幾何学的にも長年の未解決問題を解い
た新しい結果であり、専門外の人々にラフパスの威力を宣伝できたという意味でも価値は高
いと思う。谷口説男氏（九州大）との共同研究である。 
 
 
(3) ラフパス理論とマリアバン解析と熱核の対角の場合の漸近展開について。この仕事では劣リ
ーマン多様体上の自然な劣ラプラス作用素に対応した熱核の対角における短時間漸近展開
を研究した。これから自動的に熱半群の跡が漸近展開されるが、この展開がスペクトル幾何
学的に非常に重要である。ちなみに展開の初稿は五十年前に求まっていたが、それ以降はあ
まり進展がなかった。この結果が劣リーマン多様体に対するスペクトル幾何に進展をもたら
すことを願う。なお証明は主にマリアバン解析（特に渡辺流のマリアバン解析における漸近
展開理論）による。谷口説男氏（九州大）との共同研究である。 
 
 
(4) ラフパスの意味での確率微分方程式をハースト指数が 1/4 より大きい非整数ブラウン運動
で駆動する模型を調べた。係数ベクトル場がヘルマンダー条件を満たすときには、解の法則
はルベーグ測度に対して密度関数を持つことが知られている。この密度関数の短時間の非対
角な場合の漸近展開をガウス・ラフパスに対するマリアバン解析を用いて示した。これは通
常の確率微分方程式に対する Ben Arous の有名な結果のラフパス版だと思える。永沼伸顕氏
（熊本大）との共同研究である。 

 

 

(5) 葉層空間上の確率微分方程式は既に存在しているが、多様体ではないために初期値に対する
依存性は未知であった。その結果、付随する同相写像の流れの存在もまだ示せていなかった。
この仕事ではラフパス理論の決定論的な性格を生かして、同相写像の流れの存在に厳密な証
明を与えた。これは須崎清剛氏（熊本大）との共同研究である。 
 
 
(6) ３次元トーラス上の複素ギンズブルグ・ランダウ方程式に確率項として時空間白色雑音を付
けた方程式を考える。この方程式は物理的には重要なのだが、雑音項の振る舞いが悪すぎる
ために、通常の数学では意味すらまだついていなかった。そこで二種類の特異な確率偏微分
方程式論（正則性構造の理論とパラ被制御解析）のそれぞれを用いて、この方程式の時間局
所解を求めた。計算量が膨大になり、とても長い論文になった。この論文が筆者にとり初め
ての特異な確率微分方程式に関する論文であり、その意味で筆者個人にとってはかなり意義
のある仕事だと思っている。星野壮登氏（大阪大）と永沼伸顕氏（熊本大）との共同研究で
ある。 

 

 

(7) ２次元トーラス上において、quasi-geostrophic 方程式と呼ばれる流体の方程式がある。最
大の特徴は主要項がラプラス作用素ではなく、その分数冪であることである。このような分
数冪ラプラス作用素を持つ特異な確率偏微分方程式はほとんど考えられていなかったので、
quasi-geostrophic方程式に時空間白色雑音を付けた模型をパラ被制御解析を用いて時間局
所的に解いた。この理論ではよくあることだが、この場合も膨大な計算をする羽目になり、
かなり長い論文になった。澤野嘉宏氏（中央大）との共同研究である。 
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