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研究成果の概要（和文）：滑かな微分多様体上の退化した２階偏微分作用素で生成される拡散過程およびその滑
らかな写像による像として得られる確率過程について，それらの経路の関数としての実現，ディリクレ問題，熱
方程式の基本解への応用について調べた．とくに複素ユークリッド空間内の超平面を典型とするCR多様体，リー
マン多様体の一般化である同等正則なサブリーマン多様体上に枠バンドル上の確率微分方程式を利用して拡散過
程を構成し，それらを用いて熱方程式の基本解への確率解析的アプローチを行った．

研究成果の概要（英文）：As for diffusion processes generated by degenerate second order differential
 operators and their images through smooth mappings, their realizations as Wiener functionals and 
applications to Diriclet problems and heat kernels are investigated. In particular, on CR manifolds 
and equiregular sub-Riemann manifolds, diffusion processes are constructed with the help of 
stochastic differential equations on frame bundles over them. In addition, such diffusion processes 
are used in the stochastic analytical approach to heat kernels. 

研究分野：確率解析
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１．研究開始当初の背景 
拡散過程の研究には，確率微分方程式を用
いた「経路空間上の解析」を用いる確率論的
な手法と偏微分方程式の基本解から出発す
る解析的な手法の二通りがある．これらは，
伊藤の公式と呼ばれる確率微分方程式に対
応する連鎖定理によって相互に関連してい
る．この二つの手法は，多様体上の拡散過程
の研究へと拡張され，確率微分幾何学という
研究分野を生んだ． 
 K.D.Elworthy， P.Malliavin， J.M.Bismut，
S.Watanabeらによる確率微分方程式に基づく
確率微分幾何学の研究は，これまでのところ，
非退化な作用素である Laplace-Bertrami 作用
素，もしくは大域的な表示を持つ Hӧrmander
型の作用素を生成作用素に持つ場合に限ら
れていた．退化した偏微分作用素であるサブ
ラプラシアンに付随する拡散過程に関する
解析的手法による研究は近年精力的に始め
られつつあったが，確率微分方程式に基づく
体系的な「経路空間上の解析」としての隔離
微分幾何学はまだ確立していない． 
 報告者は，サブラプラシアンの中でも複素
解析学と関連して数多くの詳しい研究がな
されている強擬凸 CR 多様体上のサブラプラ
シアン△(Kohn-Rossiラプラシアンの実部）に
対応する拡散過程を，局所座標を用いるテン
ソル解析的手法により，Wiener汎関数として
構成することに成功していた．実際，強擬凸
CR 多様体の CR 構造を定める正則バンドル
に対応するユニタリ枠バンドル上の平行移
動を，対応する Tanaka-Webster接続を利用し
て実現し，水平基本ベクトル場 が駆
動する確率微分方程式 

 

の解 の CR 多様体への射影として拡散過程
を実現するという，Elles-Elworthy-Malliavin
の手法を強擬凸 CR 多様体上で遂行すること
に成功した．ここで， は n次元複素ブラウ
ン運動であり，確率積分は Stratonovich 積分
である．このテンソル解析的手法を大域幾何
学的手法へと転換することが最初の課題と
なっていた． 
リーマン多様体の場合はLevi-Civita接続に
対応する直交枠バンドル上の確率微分方程
式 を 用 い て ， リ ー マ ン 多 様 体 上 の
Laplace-Bertrami 作用素を生成作用素とする，
点 から出発する拡散過程(リーマン多様体上
のブラウン運動) とディラック測度の，
S.Watanabe の意味での超関数と Wiener 汎関
数の合成を利用して Laplace-Bertrami 作用素
に付随する熱核を 

 

と表示できる．この確率的手法により
Levi-Civita 接続から定まる幾何学的特性量を
取り出すことができる．このような手法を強

擬凸 CR 多様体上へと拡張することも期待で
きた． 
 
２．研究の目的 
 サブラプラシアンに対する確率微分幾何
学を，確率微分方程式によるランダムな力学
系としての視点から，体系的に展開すること
を目的とした．先行研究を通じて得ていた強
擬凸 CR多様体上のKohn-Rossiラプラシアン
の実部として実現されるサブラプラシアン
によって生成される拡散過程（CR ブラウン
運動）にMalliavin解析を適応することにより，
熱核の短時間漸近展開（対角線上，非対角線
上）を示すことが目的であった．具体的には，
次のような漸近挙動を示すことを目指した． 

ｋ 

( , )/  

 
こ れ ら の パ ラ メ ー タ ， 関 数

を定めることを目的と
した． 
 
３．研究の方法 
当初は CR 多様体に特化した以下のような
研究方法をとっていた． 
1) 強擬凸CR多様体上のユニタリ枠バンドル
の 水 平 方 向 ・ 水 平 持 ち 上 げ を ，
Tanaka-Webster接続を用いて，局所座標によ
らず大域的な枠組で実現する． 

2) 上の水平持ち上げを利用してユニタリ枠
バンドル上に確率微分方程式を構成する． 

3) Folland-Steinによるハイゼンベルグ群をモ
デルとする局所座標を利用して，上の確率
微分方程式の解の射影が Malliavin解析の意
味で滑らかかつ非退化であることを証明す
る． 

4) Folland-Steinの局所座標を利用して漸近挙
動を確定する． 
研究期間中に稲浜譲氏(九州大学)との共同研
究を始め，それを通じ，より一般に 
5) submersionの像として得られる確率過程に
対し，リーマン多様体上の確率解析を再構
築しながら漸近展開を行う， 

6) サ ブ リ ー マ ン 多 様 体 上 の
divergence-gradient 型サブラプラシアンが
生成する拡散過程を，適切な直交枠バンド
ルを導入し，その上での確率微分方程式の
解 の 射 影 と し て 実 現 す る
Elles-Elworthy-Malliavin の手法の一般化を
行う， 
という研究方法も行った． 
 
４．研究成果 
① Mを強擬凸 CR多様体とする．すなわち，
M は 2n+1 次元実多様体で，その CR 構造を
決定する接バンドルの複素化 CTM の複素 n



次元部分バンドル ,を持っている．この部
分バンドルを枠とするユニタリ枠バンドル

, を考える： 

, , 等距離写像
∈

 

強擬凸性を定める Levi 形式を保つ一意的な
接続である Tanaka-Webster接続を用いて，こ
のユニタリ枠バンドルに大域的な水平方向
が定義でき，水平持ち上げが定まる．これら
を用いて水平基本ベクトル場 を定義
できた．このとき，前述の確率微分方程式の
初期条件 r0=rをみたす解 r(t,r)から，CR多様
体上のサブラプラシアン△（Kohn-Rossiラプ
ラシアンの実部）を生成作用素とする拡散過
程が X(t,x)=π(r(t,r))として実現できる．ただ
し，πは , )からMへの射影であり，
に対し，r をπ(r)=xととる．Folland-Stein に
よるハイゼンベルグ群をモデルとする局所
座標によるサブラプラシアンの表示を利用
して，この X(t,x)は Malliavin解析の意味で滑
らかであり，さらに非退化となっていること
を証明した．これによりリーマン多様体の場
合と同様に熱方程式 

 

の基本解(熱核)の期待値表現 

 

が成立することを導いた．さらに 
(a) サブラプラシアンのハイゼンベルグ群を
モデルとする局所座標表示と Malliavin 解析
を用いた偏準楕円性に関する結果[1]を利用
して，1-微分形式ωの確率線積 

分 [ , ] の分布が滑らかな密度関数を持つ

た 
めの十分条件を見出した． 
(b) サブラプラシアンに対する滑らかな境界
を持つ領域 Dでの Dirichlet問題 

 
の 解 が 期 待 値 表 現 を 持 つ こ と を ，
Stroock-Varadhan の結果[2]と境界の滑らかさ
に関する[3]での結果を利用して証明した． 
これらの結果は，後述〔雑誌論文〕①とし
て公表した． 
 
② M，Nを d次元，n次元コンパクト多様体
とし， を滑らかな submersionとする．
M 上のベクトル場 により駆動される
次の確率微分方程式とスケルトン常微分方
程式 

 

 

の解 を用いて
と定義する．ただし， は r次元Wiener過程， 

絶対連続，  

とする（上の積分を と表す）．後述する
仮定の下で に対し， 

 

という漸近挙動を証明できた．ただし， は
良い漸近挙動を持つWiener汎関数であり，定
義されていない は以下に述べる仮定(A)，
(B)の中で現われる： 
[仮定(A)] 少なくとも 1 つは を
含む の重複リー括弧積の全体
を L とすると ∗ が各点で を
張る． 
[仮定(B)] は空でなく，そ
の各点で deterministic Malliavin共分散行列非
退化であり，さらに と
おけば は滑らかな
次元コンパクト多様体である．また
のへシアンが 上非退化であ
る． 
 この研究は稲浜譲氏と共同で行ったが，そ
の際に[4]で導入した多様体上の Malliavin 解
析をより精密に再構築した． 
 ここで扱った多様体M，Nの典型例として，
リーマン多様体上 N上のブラウン運動を，直
交枠バンドル O(N)上の確率微分方程式の解
の 射 影 と し て 実 現 す る
Elles-Elworthy-Malliavinの方法が挙げられる．
さらに，①で述べたユニタリ枠バンドル上の
確率微分方程式を利用する強擬凸 CR 多様体
上の CR ブラウン運動の構成もこの枠組に入
っている．とくに，強擬凸 CR 多様体である
奇数次元単位球面に対し，上記仮定(A)，(B)
について具体的に調べた． 
これらの結果は，後述〔雑誌論文〕②とし
て公表した． 
 
③（M,D,g）をサブリーマン多様体とする．
すなわち，(i) Mは連結かつ滑らかな d次元微
分多様体であり，(ii)接バンドル TM の分布

∈ は一定ランク nを持ち，さらに各
点 ∈M で Hӧrmander 条件を満たし，(iii) 

∈ は各点 x で の内積となってい
る．リー括弧積 [ , ]を用いて，

と定義
し，各 dim  は xによらない定数である
と仮定する．すなわち，（M,D,g）は equi-regular
であると仮定する． 
 Dを水平方向とする gradientを∇とし，div
を滑らかな測度μに関する divergenceとする．
D に付随するサブラプラシアンをΔ＝div∇
と定義し，対応する熱核を とすれば，



次のような短時間漸近挙動を証明した． 

 

ただし， を となる最小の ， 

 

とする． 
・この証明のためにΔを生成作用素とする拡
散過程を，Elles-Elworthy-Malliavin の方法を
サブリーマン多様体に拡張することで，
Wiener 汎関数として構成した．具体的には，
gをM上の自然なリーマン計量に拡張し，そ
のリーマン計量の定める Levi-Civita接続をD
に制限することで D 上の部分接続を構成す
る．この部分接続の定める接続形式を拡張す
ることで，直交枠バンドル 

等距離写像
∈

 

の水平方向を決定する．このとき， 上の
基本水平ベクトル場 が構成でき，さ
らに水平なベクトル場 が取れ，M上の滑ら
かな関数ｆに対し 

 

が成り立つ．ただし，πは直交枠バンドルの
Mへの射影である．これにより，O(D)上の確
率微分方程式 

 

の解 をMに射影して得られる が
サブラプラシアンΔを生成作用素とする拡
散過程を実現する Wiener 汎関数であること
が導かれる（ は n 次元ブラウン運動）．さ
らにDがHӧrmander条件を満たすことにより，
は Malliavin 解析の意味で滑らかかつ非退
化となっている．よってΔに対する熱核が，
リーマン多様体の場合と同様に 

 

と期待値表現される． 
・無限次元自由リー群と多重Wiener積分への
Malliavin解析の応用，局所化の議論を組み合
わせることにより，上記の表示から具体的に

を与える公式を導き出した． 
・M がリーマン多様体の場合，3D コンタク
ト・サブリーマン多様体の場合，CR 多様体
の場合，ステップ 2の equi-regularサブリーマ
ン多様体の場合に，具体的に を求めた．た
だし，ステップ 2とは
となっていることをいう． 
・確率面積を 

 

と定義し，それらの線形結合を 

 

とおく．報告者による[5]の結果を利用して，
このWiener汎関数のピンド確率振動積分 

√ ( )  

の初等関数を用いた具体的な表現を与えた．
なお，この結果が一様磁場をもつシュレディ
ンガー作用素の基本解の表示に関連するこ
とを〔学会発表〕②で報告した． 
 これらの成果は論文としてまとめ投稿中
であり，プレプリント arXiv:1706.02450v1 と
して公開している． 
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