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研究成果の概要（和文）：ナノデバイスにおける波の伝わり方（たとえば量子力学的な粒子の動き方）を解析す
るために使われるモデル方程式の解析を行った. 非線形効果が大きければエネルギー有限なクラスで,基底状態
よりエネルギーの低い初期データに関して解が散乱するという事実を厳密に証明した. さらに, 関連する量子ウ
ォークの漸近挙動についても調べた. 
正の温度でのボース・アインシュタイン凝縮のモデルである加法的ノイズと散逸項を伴うグロス・ピタエフスキ
ー方程式に関して空間1次元の場合に, Gibbs測度で表される熱平衡状態を構成, 解分布が時間無限大で指数的に
Gibbs分布に従うことを示した. 

研究成果の概要（英文）：We studied a model that describes a wave propagation in a one-dimensional 
linear medium containing a narrow strip of nonlinear material, where the nonlinear strip is assumed 
to be much smaller than the typical wavelength. This model is used, for example, a wave propagation 
in nanodevices. We showed that for a large non linearity (called mass super critical), if the 
initial energy is below the energy of the ground state, the solution scatters in the energy class. 
Moreover we investigated the asymptotic distribution of the quantum walk associated with this 
nanodevice model. 
On the other hand, we considered the Gross-Pitaevskii equation at positive temperature, where the 
temperature effect is described by a dissipation and white noise in the equation. We showed that the
 system converges exponentially to the Gibbs equilibrium as times goes to infinity, in one spatial 
dimension. 

研究分野： 関数方程式論

キーワード： 解析学　非線形分散型方程式　散乱　時間大域的挙動
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究では, ボース・アインシュタイン凝縮や光ファイバー通信のモデルに現れる, 確率的な摂動を伴う非線形
シュレディンガー方程式について, 解の挙動, および摂動の特殊解（定在波・渦など) への影響を理論的に解明
し, 物理や工学において期待される現象の数学的実証を行うのが目的である. 本研究の成果により, ナノデバイ
ス中にスリットがある場合に内部を伝搬する波がどのような時間大域的挙動をするのか数学により解明された. 
また, 熱的効果を考慮したボース・アインシュタイン凝縮モデルの凝縮体波動関数の分布が時間無限大で指数的
に Gibbs 分布に収束することも厳密に正当化した. 



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
実験によるボース・アインシュタイン凝縮 (BEC) の実現により, BEC のモデル方程式である, 
磁場やレーザーによるトラップを考慮した非線形 Schrödinger 方程式の研究は勢いを増し, 現
在では観測対象への興味に応じて様々な改良型が提案され実験が行われている. BEC 捕獲のた
め光学トラップ使用の際は, レーザーの強度変化をノイズとしてモデルに組み込む必要がある. 
また, 確率的に分散係数が変化する非線形 Schrödinger 方程式は非線形光学において長距離
光通信モデルとして現れ大変重要である. 前述の光学トラップ使用 BEC のモデルについて, 研
究代表者は,  
・ 初期値問題可解性(モデルの正当化):ノイズを伴う線形 Schrödinger 作用素に対するラン

ダムストリッカーツ評価の導出, Schrödinger 方程式の解のブラウン運動に関する連続性
の証明 

・ 爆発が起こる可能性のある初期条件の調査 
・ ノイズが安定定在波解に及ぼす影響: ノイズの摂動強度と比較してどの程度の時間スケ

ールで安定性の崩れが起きるのか 
等の研究を行った経験があり, その知識を生かし拡張して, 様々なモデルとして導出される確
率効果を持つ非線形分散型方程式の性質を調べる計画を練った. 
 
２．研究の目的 
確率的な摂動を伴う非線形 Schrödinger 方程式について, 解の挙動, および摂動の特殊解（定
在波・渦など）への影響を理論的に解明し, 物理や工学において期待される現象の数学的実証
を行うのが目的である. 特に本研究当初の目的は次の 2点であった. 
(1) 物理的に興味のある対象として (量子)渦のダイナミクスが挙げられる. 渦の挙動の研究

を行い, ノイズと渦の関わり, 渦に対してノイズが及ぼす効果を理論的に明らかにする. 
(2) 光ファイバー内の媒質や, 分散性をランダムに変化させることで光通信の長距離化が可能

になる. 光パルスの伝播モデルは非線形 Schrödinger 方程式で与えられる. 空間１次元,
５次の引力相互作用を持つ非線形 Schrödinger方程式は爆発解を持つことが知られている
が, この方程式の分散係数をランダムに変化させると, 解は爆発せず大域的に存在するこ
とが Debussche-Tsutsumi J. Math. Pures Appl. 2011 で数学的に証明されている. この
ような分散係数や媒質がランダムに変化する非線形 Schrödinger 方程式のランダム効果
による影響を調べる. 

 
３．研究の方法 
(1) 渦に対してノイズが及ぼす効果を理論的に明らかにする研究について, 研究開始当時は, 
偏微分方程式論的手法により(具体的には, 方程式の制御可能性問題を解くことにより), 例え
ば, ノイズの強度と比較して渦の崩れの最適時間スケールを理論的に示すことを考えていた. 
しかし, 物理の研究者と議論するうちに, 非線形 Schrödinger 方程式に時空ホワイトノイズ
が摂動に加わった方程式の熱平衡状態近傍における相転移を調べることにより, 量子渦の振る
舞いを調査するという考え方があることを知った. そのため, 方程式中にノイズを含む熱的要
素を取り込み, それによって生じる熱平衡状態がどのようなものになるかを, 空間一次元でか
つ加法的時空ホワイトノイズ, さらには斥力型非線形項という数学的には取扱いが最もシンプ
ルな場合に考察を行った.  
(2) 光ファイバーモデルとして, 論文 Henning et al. (Phys. Lett. A 1994) に現れ, ナノデ
バイスにおける波の伝わり方（たとえば量子力学的な粒子の動き方）を解析するために使われ
る Schrödinger 方程式の解析を行った. デバイス構造が周期的あるいは準周期的なストリッ
プ（さらにはランダム配置）を持つ場合を考慮したものが現実的なモデルであるが, まずはス
トリップが一つだけの場合に着目し, プロファイル分解による解の大域挙動を調べた. 
  
４．研究成果 
(1) 第一に, 有限温度ボース・アインシュタイン凝縮のモデルである加法的ノイズと散逸項を
伴うグロス・ピタエフスキー方程式に関して成果を得た. 当モデルにおいて空間 1次元の場合
に, Gibbs 測度で表される熱平衡状態を構成, 解分布が時間無限大で指数的に Gibbs 分布に従
うことを示した. 最終年度はさらに渦生成を考慮したときに必要となる化学ポテンシャル項を
モデルに加えた上で,  Gibbs 分布に指数的に収束することも示すことができ, それらすべて
の結果をまとめた論文が[2]として出版された. その結果の拡張として空間 2 次元モデルにつ
いても研究を進め, 現在論文としてまとめている.  
 
(2) 第二に,論文 Henning et al. (Phys. Lett. A 1994) に現れ, ナノデバイスにおける波の 
伝わり方（たとえば量子力学的な粒子の動き方）を解析するために使われる Schrödinger方程
式の解析を行った. デバイス構造が周期的あるいは準周期的なストリップ（さらにはランダム
配置）を持つ場合を考慮したものが現実的なモデルであるが, まずはストリップが一つだけの
場合に着目した.ここ 10年の間に非線形 Schrödinger方程式の解の漸近挙動を調べる手法が飛
躍的に発展した一方で, 当モデルである非線形項効果がとても強い特異性を持つ場合に（数学
的には、特異性はデイラックのデルタ測度を用いて表される）, どんな条件下で散乱解が存在



するのかわかっていなかった．なぜなら, このモデルに対しては, モデルの持つ強い特異性の
影響で, 近年の常套手段であるストリッカーツノルムを基本にしたプロファイル分解による 
minimal blow-up solution の存在証明法をそのまま応用するのは適当でないからである. そこ
で本研究では, 方程式の特質である Riemann-Liouville 分数冪積分作用素の平滑化効果と線
形 Schrödinger 方程式の基本解の time homogeneous norm に関する平滑 
化を組み合わせることにより, 非線形項が十分大きければエネルギー有限なクラスで,基底状
態よりエネルギーの低い初期データに関して解が散乱するという事実を厳密に証明することに
成功した. 関連する論文は[4]である.  
 
(3) 上述の項目(2) に関連する量子ウォークの漸近挙動についても調べた. 媒質に一つだけ非
常に強い「線形」特異性をもつ非線形 Schrödinger方程式で Soliton scattering を考えたと
きの散乱行列と量子ウォークは関係を持つ. 「非線形」特異性を持つ場合にはどのようになる
のか, 各頂点に「非線形」な境界条件を課した量子グラフを考え, その量子グラフから起因す
る問題として, ある意味「非線形」な量子ウォークの挙動について調査及び数値計算を行った.
「線形」の境界条件を課した量子グラフの場合とは全く異なる挙動を捉えた. その結果が論文
[1]である. 
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