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研究成果の概要（和文）：多様体上で定義された非線形ディラック型方程式の研究を行った。特に、i)方程式は
解を持つか ii) 方程式の解空間の大域的な構造は多様体の幾何学的性質や方程式の非線形項にどのように依存
するか、を研究した。i)に関しては非線形ディラック方程式、ディラック・測地線およびトーラスに値をとるデ
ィラック・調和写像の方程式に対して解の存在定理を証明した。ii)に関しては、ディラック方程式に対するモ
ースホモロジーの構成および計算を実行して、解空間の大域構造の非線形項に関する依存性を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：I studied nonlinear Dirac type equations defined on manifolds. In 
particular, I investigated the following questions: i) Do equations have any solutions? ii) How the 
global structure of the space of solutions depends on the geometrical structure of the manifolds and
 the nonlinearity of the equations. As for i), I proved the existence theorems of nonlinear Dirac 
equations, Dirac-geodesics and Dirac-harmonic maps into flat tori. As for ii), I have constructed 
and calculated Morse homologies for nonlinear Dirac equations and clarified how the global structure
 of the set of solutions depends on the nonlinear terms.

研究分野：大域解析学、幾何解析、変分問題

キーワード： モース理論　モースホモロジー　ディラック方程式　ディラック・調和写像　ディラック・測地線

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
非線形ディラック方程式は幾何学や物理学において基本的な役割を果たしてきている重要な方程式である。本研
究では、コンパクト多様体上の非線形ディラック方程式の解空間の大域的な構造を研究した。特に、方程式に対
応する変分問題のモースホモロジーを定義し、ホモロジーの計算を実行した。主結果は、方程式のモースホモロ
ジーは非線形項のホモトピー不変量として決まるというもので、これにより解空間の大域的な定性的・定量的な
性質をホモロジーという代数的な量で捉えることができるようになった。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
本研究課題は、多様体上定義された非線形ディラック型方程式の解の大域的な構造を、モース理
論を用いて研究することであった。 
幾何学に現れるほとんど全ての１階楕円型方程式はディラック型方程式であり、多様体上のデ
ィラック型方程式は、幾何学や物理学において基本的な役割を果たし続けている。このため、
様々な側面から世界中の多くの研究者によって研究されてきた。特に、線形のディラック型方程
式の研究は、ホッジ理論やその一般化であるアティヤ・シンガーの指数定理に代表されるような、
数学全般に影響を及ぼす基本的結果をもたらした。非線形のディラック型方程式もまた線形の
方程式と同様に、幾何学や物理学において重要であるが、その数学的取り扱いが可能になったの
は比較的最近である。特に本研究課題と関連するような、多様体上の非線形ディラック型方程式
の大域構造の研究の歴史は浅く、系統的に研究されるようになったのは比較的最近である。その
代表的な例としては、サイバーグ・ウィッテン方程式を用いた幾何学的な不変量の構成が挙げら
れる。一方、非線形ディラック方程式を線形のディラック方程式と同じレベルで系統的に論じる
という研究の方向性は今まであまりなく、特に幾何学や物理学で重要な変分構造を持つディラ
ック型方程式の系統的な大域解析はほとんどなかった。このような理由から、１０年以上前から
非線形ディラック型方程式の系統的な大域解析学に興味を持ち始め、これまでに解の存在定理
を変分法的手法で証明してきた。一方、解空間の大域構造を深く理解するためにはモース理論の
構築が不可欠であったが、ここで対象としていた非線形ディラック型方程式に適用できる一般
的なモース理論はこれまではなかった。そこで、本研究課題で、一般的な状況下で、多様体上の
非線形ディラック型方程式に対するモース理論、特にモースホモロジーの構成と計算を実行す
ることを計画した。 
 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、上述のような背景から、多様体上の非線形ディラック型方程式に対してモース
理論、特にモースホモロジーの構成と計算方法を確立し、方程式の解空間の大域的構造を解明す
ることであった。具体的には次のタイプのディラック型方程式に対してモース理論を構築する
ことを目標に挙げた：(1) ディラック型作用素のベキ型の非線形項による摂動として得られる非
線形ディラック方程式、(2) 場の量子論における超対称性シグマモデルの数学モデルであるディ
ラック・測地線および (3) ディラック・調和写像。(1)、(2)、(3)は全て方程式の解が変分問題の
臨界点として特徴付けられる非線形ディラック型方程式である。これら変分問題は、ディラック
作用素の固有値が上下に有界でないことから臨界点におけるモース指数が無限大になるという
意味で強不定値型であり、通常の臨界点理論やモース理論は通用しない。そこで本研究ではこれ
らの強不定値型変分問題に対して適用可能な、正則化されたモース理論であるフレアー型のモ
ースホモロジー論を展開することを目指した。また、これらのディラック型方程式に対しては解
の存在定理は今まで証明されていなかったので、モースホモロジーの構成と計算の応用として
解の存在定理を証明することも目的とした。 
 
 
３．研究の方法 
研究目的で挙げた非線形ディラック型方程式に対してモース理論を展開するためには、臨界点
においてモース指数が無限大であることから、正則化されたモース理論である、フレアー型のモ
ース理論を展開する必要がある。フレアー型のモース理論は、臨界点を結ぶ汎関数の勾配流から
なるモジュライ空間の大域解析に基づく。以下、(1)~(3)それぞれの場合について、モースホモロ
ジーの構成と計算方法のアイデアを述べる。 
 
(1) ディラック型作用素のベキ型の非線形項による摂動として得られる非線形ディラック方程
式に対応する変分問題は、問題が自然に定義される関数空間において汎関数は高々2回微分可能
でしかなく、モースホモロジーの構成に一般的に必要とされる十分な滑らかさを持っていない。
このため、本研究では、完備ではないが汎関数の正則性が保たれるより正則性の良い関数空間上
で勾配流のモジュライ空間の大域解析を行う。このような強い正則性を持つ関数空間上でモー
スホモロジーの構成を行うには、勾配流からなるモジュライ空間のコンパクト性に関して通常
より強いコンパクト性が必要となるため、勾配流方程式の解の詳細な評価を行う。また、ホモロ
ジーを計算するために、ホモロジーが非線形項の無限遠方における振る舞いだけで決定される
ことを、ホモトピーに依存する勾配流空間を詳細に解析することで示す（「接続原理」）。このホ
モロジーの非線形項に関するホモトピー不変性から、ホモロジーの計算は特別な非線形項に対
するホモロジーの計算に帰着される。具体的に計算が可能になる非線形項を見つけ出し、その非
線形項に対してホモロジーの計算を実行することで、一般の場合のモースホモロジーの計算を
実行する。ホモロジーがわかると、方程式の解の大域構造に関する情報が得られる。この情報を
もとに、解の存在とその個数の評価を行う。 
 
(2) ディラック・測地線のモースホモロジーの構成には(1)のアイデアを用いる。しかし、(1)のホ
モロジーの計算方法はこの場合には適用できない。本研究ではディラック・測地線の変分問題の



配位空間が、ループ空間上のヒルベルトベクトルバンドルの構造を自然に持つこととディラッ
ク・測地線汎関数のループ空間および各ファイバーへの制限がそれぞれ測地線のエネルギー汎
関数およびディラック作用汎関数の摂動で与えられることに着目してホモロジーの計算を行う。
より詳しくは、ヒルベルトバンドルの定空間であるループ空間が、エネルギー汎関数（の摂動）
のモース指数でフィルター付けられることを用いて、モースホモロジーに収束するようなルレ
イ・セール型のスペクトル系列の構成を行う。各ファイバーのモースホモロジーは(1)で研究し
た単独のディラック方程式のモースホモロジーで与えられるので、スペクトル系列は第２ペー
ジ目で退化する。これからルレイ・セールのスペクトル系列を用いるとディラック・測地線に対
するモースホモロジーの計算が可能になる。 
 
(3) ディラック・調和写像に関しては、写像が値を多様体にとり、かつ定義多様体の次元が２以
上であることから、調和写像の場合と同様に一般的にモース理論を展開することは非常に困難
である。従って本研究では最も単純な場合である平坦トーラスに値をとる場合のみ考察する。こ
の場合、配位空間に特別なパラメータ付けを与えることができ、多様体の非線形性に起因する配
位空間の非線形性を、トーラスの非線形性にまで落とすことが可能になる。即ち、非線形性を有
限次元の問題に落とせる。この簡約化を用いることで、変分法の臨界点理論の拡張をこの問題に
対してまで適用できるように拡張し、臨界点のカップ長評価を行うことで、ディラック測地線の
存在証明と解の個数の評価を行う。 
 
 
４．研究成果 
本研究期間で得た非線形ディラック型方程式のモース理論に関する研究成果は以下のとおりで
ある。 
(1) ディラック型作用素のベキ型の非線形項による摂動として得られる非線形ディラック方程
式に対しては、モースホモロジーの構成と計算を実行した。得られた結果から、ホモロジーは非
線形項の無限遠方での増大度だけに依存し、非線形項に関するホモトピー不変量を決めること
を明らかにした。具体的には、非線形項の無限遠方でのベキのオーダーが２より大きい場合の優
２次型か、あるいは２以下の場合の漸近２次型かでモースホモロジーの性質が本質的に異なる
ことを発見した。優２次型の場合は、無限遠方における増大度のオーダーだけでホモロジーはき
まるが、漸近２次型の時のホモロジーの構造はより複雑で、一般には非線形項の２次のオーダー
以降の摂動項の振る舞いにも依存することを証明した。この場合のホモロジーの非線形項に対
する依存度は、非線形項が無限遠方で非共鳴的か共鳴的かで異なり、非共鳴的な場合は、ホモロ
ジーは無限遠方における２次式のホモトピー類だけで決まり、それはスピノルの空間の特異ホ
モロジーに同型になることを示した。一方、漸近２次型でかつ共鳴的な場合は、ホモロジーは、
摂動項の無限遠方における退化空間への制限の（有限次元）モースホモロジーと同型になること
を示し、これから退化空間における摂動項の振る舞いに応じてそのホモロジー、あるいはコホモ
ロジーが決定されることを示した。また、この場合に得られたホモロジーとコホモロジーは互い
にポアンカレ双対で結ばれていることを示した。これらのホモロジーの計算結果から、優２次型、
漸近２次型の非線形項を持つディラック方程式に対して解の存在定理と解の個数の評価を与え
た。偏微分方程式に付随する強不定値型変分問題に対するモースホモロジーの構成および計算
結果は今までほとんどなく、古典的に知られていた存在定理や存在条件にモースホモロジーを
用いて新しい意味付けを与えることができた。特に、漸近２次型の非線形項の場合には、古典的
に知られていた Landsman-lazer の２つの存在条件に、モースホモロジーとコホモロジーのポア
ンカレ双対が対応するということを発見した。ベキ型の非線形項を持つ偏微分方程式は古くか
ら研究されているが、ここで与えたモースホモロジー的アプローチはこれらの古典的な対象に
も新しい観点を提供したと考えている。実際、ここで与えた一連のディラック方程式のモース理
論の研究を契機に、近年、世界中で多様体上の非線形ディラック方程式の研究が活発になりつつ
ある。 
 
(2) ディラック・測地線に関しては、モースホモロジーの構成を、スピノルに関する非線形項が
ベキのオーダーで３次以上の場合に一般的に構成した。また、長さスペクトルが有限であるよう
な多様体に対してはそのホモロジーに収束するようなルレイ・セール型のスペクトル系列を構
成し、ホモロジーの計算を行った。この計算結果を用いて、このクラスの多様体に対してディラ
ック・測地線の存在定理を証明した。ディラック・測地線のモース理論は、無限次元ヒルベルト
バンドル上のモース理論であり、底空間およびファイバーともに無限次元である。底空間が有限
次元の場合は、ハミルトン系の作用汎関数に対するモース理論において、類似の構成が行われて
いたが、定空間が無限次元の場合には無かった。底空間が無限次元の場合は、底空間の非コンパ
クト性から新たな困難が生じるが、そのような場合にも、モースホモロジーに収束するルレイ・
セール型のスペクトル系列を構成したことは意義があると考えている。ディラック・測地線の研
究はまだ新しく、世界的見ても、研究者も研究結果も多くはないが、今後のこの方面の研究の方
向性の一つを示せたと考える。更に、スピノルに関して３次以下の非線形項を持つ場合のモース
ホモロジーの構成、長さスペクトルの有限性を仮定しない一般的な多様体に対するホモロジー
の計算、およびホモロジーの代数的な構造の解明など、多くの問題が未解決のまま残っており、



今後も研究を継続して行う予定である。 
 
(3) ディラック・調和写像に関しては、平坦トーラスに値をとる場合に存在問題を研究した。こ
の場合、解空間の大域的構造の定性的な性質はスピノルに関する非線形項の無限遠方での増大
度で異なることを発見した。具体的には、非線形項が無限遠方で２次式より早く増大する優２次
型の場合、解空間は一般には非コンパクトであるのに対して、非線形項が２次型かつ２次式の部
分が非退化の場合はコンパクトになることを示した。また、優２次型、２次型それぞれの場合に、
各ホモトピー類において解が少なくともトーラスの次元プラス１個存在することを示した。こ
れは、全く別の問題である、トーラス上のハミルトン系の周期解の個数に関する有名なアーノル
ド予想の類似がディラック・測地線に対しても成り立つことを示している。これから、一般の多
様体に値をとるディラック・調和写像に対しても同様の存在定理が成り立つことが期待でき、今
後のディラック・調和写像の存在問題の研究に対する指針を与えるものと考えている。実際、一
連のディラック・測地線およびディラック・調和写像の結果に触発されたと思われる研究がここ
数年の間で海外の異なるグループから次々に発表されてきている。 
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