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研究成果の概要（和文）：相対論的量子力学で重要なハミルトニアンであるディラック作用素および相対論的パ
ウリ作用素のスペクトルとレゾナンス（複素固有値）の解析を目的にした．磁場ポテンシャルは有界であり，電
場ポテンシャルは非有界とし，さらに伸張解析を仮定した．まず，これらの作用素を複素化したハミルトニアン
の性質からスペクトルの性質を調べ，その後レゾナンスの非存在領域を求めた．さらに，光速を無限大にするこ
とで，それらのレゾナンスが対応するパウリ作用素のレゾナンス（または固有値）に収束することも示した．

研究成果の概要（英文）：The purpose of this work is to study the spectral properties and  resonances
 (complex eigenvalues) of Dirac operators and relativistic Pauli operators, which are important 
Hamiltonians in the relativistic quantum mechanics, with a bounded magnetic potential and an 
unbounded electric potential. We also assume that these potentials are dilation analytic. We first 
study their  spectral properties by using the complex scaled Hamiltonians, and then obtain some 
resonance-free-region.Moreover, we show that each resonance converges to a resonance (or eigenvalue)
 of the corresponding Pauli operator as the velocity of light goes to infinity.

研究分野： 量子力学におけるスペクトル理論および数学的散乱理論

キーワード： ディラック作用素　パウリ作用素　レゾナンス　非相対論的極限

  ２版



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
相対論的量子力学においてディラック作

用素は重要な役割を果たし，物理学のみなら
ず数学の分野においても非常に多くの研究
がなされてきた．シュレーディンガー作用素
（非相対論的量子力学における中心的なハ
ミルトニアン）との類似点も多いが，シュレ
ーディンガー作用素は単独の微分作用素で
あるのに対し，ディラック作用素は微分作用
素系であるため，シュレーディンガー作用素
とは異なる興味深い結果が存在する．その１
つが，遠方で発散するポテンシャルをもつ場
合である．シュレーディンガー作用素の場合
は，スペクトルとして離散固有値のみをもつ
が，ディラック作用素では実軸全体がスペク
トルとなる．伊藤宏（研究代表者）は，山田
修宣（連携研究者）と平成 21～23 年度の科
学研究費（基盤研究(C)21540187）による研
究において，相対論的シュレーディンガー作
用素を介在することで，そのスペクトル構造
を解明した．さらに，光速が無限大になる非
相対論的極限において，ディラック作用素の
レゾナンスが２種類のシュレーディンガー
作用素の固有値またはレゾナンスに収束す
ることを示した．その後，伊藤宏（研究代表
者）は，平成 24～26 年度の科学研究費（基
盤研究(C)24540176）による研究において，
有界な磁場ポテンシャルを付加した場合に，
同様の結果が得られることを示した．ただし，
非相対論的極限においては，シュレーディン
ガー作用素の代わりに，パウリ作用素が置き
換わる． 
２．研究の目的 
 この研究の当初の目標は，以下の３つであ
った． 
（１） 電場と磁場の大きさの違いにより，

スペクトルやレゾナンスにどのよう
な違いが現れるのかを解析すること． 

（２） 遠方で発散するポテンシャルが球対
称に近い場合には，連続スペクトル
に埋め込まれた固有値は存在しない
ことが知られていた．この研究で用
いられている遠方で発散する解析的
なポテンシャルの場合にも埋め込ま
れた固有値が存在しないかを調べる． 

（３） 原点で特異なアハラノフ-ボームポ
テンシャルを付加した場合にはスペ
クトルやレゾナンスにはどのような
影響があるかを調べる． 

３．研究の方法 
（１）「作用素論セミナー」(京都大学)，「解
析セミナー」(愛媛大学)などの定期的なセミ
ナーや，「夏の作用素論シンポジウム」，「超
局所解析と古典解析」，「愛媛大学スペクト
ル・散乱セミナー」などのシンポジウム，「日
本数学会」を主に利用し，連携研究者との研
究連絡や他の研究者との情報交換などを行
った．また，「夏の作用素論シンポジウム」，
「超局所解析と古典解析」，日本数学会函数
解析分科会一般講演，「臨時作用素論セミナ

ー」，「応用解析研究会」などで研究成果を発
表した．さらに，課題研究に関係する研究者
にこれらのセミナーやシンポジウムに参加
してもらい，講演や議論を行ってもらった． 
（２）課題研究のために必要な書籍やパソコ
ンとその周辺機器および数学用ソフトを購
入した．パソコンにより，最新の研究の情報
収集や文献の整理などを行った．また，数学
ソフトにより得られた結果を数値計算し，視
覚化することが出来，理解が深まった． 
（３） 研究代表者や連携研究者は，以下の
役割分担で課題研究やその周辺に関する研
究を行った． 
① 伊藤 宏（研究代表者） 
相対論的パウリ作用素とディラック作用素
のレゾナンスの存在・非存在領域の決定と磁
場を入れたときの解析． 
② 山田修宣（連携研究者） 
閾値における固有値の非存在の証明． 
③ 田村 英男（連携研究者） 
複数のデルタ型磁場をもつシュレーディン
ガー作用素のレゾナンスの解析． 
④ 岩塚 明（連携研究者） 
磁場をもつ２次元ディラック作用素のスペ
クトルの解析． 
⑤ 野村 祐司，峯拓矢（連携研究者） 
ランダムなアハロノフ・ボームポテンシャル
をもつシュレーディンガー作用素の解析． 
⑥ 安藤和典（連携研究者） 
離散シュレーディンガー作用素の逆問題の
解析． 
 
４．研究成果 
（１）主な結果 
 研究代表者(伊藤)による主な結果を述べ
る． 
 ３次元ディラック作用素を考える．磁場ポ
テンシャルは有界，電場ポテンシャルは遠方
で発散するものとする．さらに，電場ポテン
シャルの摂動項と見なせる行列値ポテンシ
ャルも付加する．すべてに伸張解析性を仮定
する．これらの条件のもと，ディラック作用
素を作用素として解析接続することで（作用
素の複素化），非自己共役なディラック作用
素が定義でき，その固有値はレゾナンスと呼
ばれる． 
Foldy-Wouthuysen-Tani 変換（FWT 変換）

を行なうことで，ディラック作用素は２種類
の相対論的パウリ作用素の直和からなる主
要部と摂動項の和に変換できる． 
この研究では，相対論的パウリ作用素とデ

ィラック作用素のスペクトルやレゾナンス
および非相対論的挙動を解析した．相対論的
パウリ作用素はパウリ作用素の平方根で定
義され，通常の微分作用素とはならないため
解析が困難である．磁場がない場合には相対
論的パウリ作用素はよく知られた相対論的
シュレーディンガー作用素となる． 
 

相対論的パウリ作用素に関する結果 



 
① １つの相対論的パウリ作用素 L(+)は，離

散スペクトルのみをもち，虚数のレゾナ
ンスはもたない．もう一方の相対論的パ
ウリ作用素L(-)のスペクトルは実軸全体
であり，埋め込まれた固有値は存在した
としても離散的であり，多重度は有限で
ある．特異連続スペクトルは存在しない．
さらに，レゾナンスが存在すれば，閉上
半平面にしか存在しない．また，実のレ
ゾナンスは固有値である． 

② 磁場がない場合には，電場ポテンシャル
を解析接続した複素ポテンシャルの虚部
が非負であれば，L(-)は固有値を持たな
い． 

③ L(-)のレゾナンスは，ある扇形領域と上
半平面の共通部分以外には存在しない．
この扇形領域は，ある典型的なポテンシ
ャルの場合には最良である． 

④ 光速を無限大にすると L(+)の固有値
（L(-)のレゾナンス）は，対応するパウ
リ作用素 P(+)の固有値（P(-)のレゾナン
ス）に収束する． 

 
ディラック作用素に関する結果 
 
① ディラック作用素のスペクトルは，上に

述べた相対論的パウリ作用素L(-)と同じ
性質をもつ． 

② ディラック作用素のレゾナンスは，ある
扇型領域内以外には存在しない．さらに，
その扇型領域の内部にレゾナンスが存在
しない有界領域が存在する．その領域の
面積は光速の 4乗に比例する． 

③ 光速が十分大きいならば，上で述べたパ
ウリ作用素 P(+)の固有値（P(-)のレゾナ
ンス）の近くにディラック作用素のレゾ
ナンスが存在する． 

 
平成 21～23 年度の科学研究費（基盤研究

(C)21540187）による研究および平成 24～26
年度の科学研究費（基盤研究(C)24540176） 
では，光速が非常に大きいという仮定のもと
でレゾナンスを解析していたが，この研究で
は光速の大きさに条件は付けず，出来るだけ
光速に関して一様な結果を得るように努め
た．そのため，以前の研究と比べ，詳細な解
析が必要であり，楕円型評価に関する新しい
評価も得ることが出来た． 相対論的パウリ
作用素に関する結果は，2017 年に Publ. Res. 
Inst. Math. Sci.に掲載された．また，ディ
ラック作用素に関する結果は論文としてま
とめており，現在投稿中である． 
 
当初，電場より強い非有界な磁場ポテンシ

ャルやアハラノフ-ボームポテンシャルもつ
ディラック作用素の解析を試みたが，相対論
的パウリ作用素の解析で困難にぶつかり，十
分な進展が見られなかった．しかし，埋め込
まれた固有値の非存在に関する研究では，相

対論的パウリ作用素に関しては新しい十分
条件を見つけることが出来た． 
 
（２）国内外における位置づけとインパクト 
 
 レゾナンスの解析は，様々な問題に関して
活発に研究されている．実際，遠方で減衰す
るポテンシャルをもつシュレーディンガー
作用素やディラック作用素のレゾナンスに
関しての研究は，国内外とも多くの研究があ
る．特に，準古典極限における研究は偏微分
方程式の理論と関わりがあり，多くの論文が
出版されている．一方で，遠方で発散するポ
テンシャルをもつディラック作用素では，ス
ペクトルの性質が調べられているが，まだ十
分な解析は行われてこなかった．さらに，レ
ゾナンスに関する研究はわずかしかない．非
有界なポテンシャルをもつ相対論的パウリ
作用素のレゾナンスに関する研究は研究代
表者の知る限り，まだ存在しない．この研究
で実際に解析しているのは，複素化した非自
己共役作用素であり，複素化した作用素を解
析することで，もとの自己共役作用素に関す
る情報を得ようとする新しい試みである．最
近，国外での量子力学のスペクトル・散乱理
論での研究において，非自己共役作用素に関
する研究が活発になってきている．これらの
ことを考えると，この研究成果は今後のこれ
らの研究分野に大きく貢献する可能性があ
る． 
 
（３）今後の展望 
 
 この研究は，非自己共役作用素のスペクト
ル解析である．非自己共役作用素は，自己共
役作用素と比べると，扱いが難しい．しかし，
最近，複素ポテンシャルをもつシュレーディ
ンガー作用素の研究など，非自己共役作用素
の研究が活発になってきている．特に，擬ス
ペクトルという概念が重要になってくる．こ
れらの概念とレゾンルベントの評価をもっ
と精密に行なうことで，新しいレゾナンスの
非存在領域を見つけることが出来ると思わ
れる．さらに，連携研究者の岩塚との最近の
議論により，磁場の影響は 2次元と 3次元で
は異なることがわかったので，次元の違いが
結果にどのように反映するかを解析するこ
とは興味深いと思われる． 
 
（４） 関連する研究 
以下，連携研究者による関連する研究を述べ
る：峯と野村は，磁束とサポートがランダム
なデルタ型磁場をもつシュレーディンガー
作用素を考え，スペクトルや IDS の挙動を調
べた．田村は，サポートが十分大きく離れて
いる３つのデルタ型ポテンシャルをもつシ
ュレーディンガー作用素のレゾナンスの分
布について調べた．山田は，他の研究者とと
もに，ディラック作用素のレゾルベントのあ
る一様評価を得た．安藤は，他の研究者とと



もに，格子上の離散シュレーディンガー作用
素の埋め込まれた固有値や極限吸収原理，散
乱行列などを解析した． 
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