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研究成果の概要（和文）：楕円関数を用いて微分方程式のすべての候補となる解の表示式を求め,それをもとに,
大域的分岐構造を凝縮した超越方程式を導き解析する,独自の手法を深化させさまざまに適用範囲を拡げること
ができた.
　例えば, cross-diffusion 方程式で空間1次元の場合の楕円関数による解表示から示唆を得た，空間多次元の
場合の定常解の存在と安定性に関する結果を得た.また, 線形化固有値問題については, Allen-Cahn 型反応拡散
方程式の場合に線形化固有値問題の固有値を決定する固有方程式を発見し,すべての固有値と固有関数の表示式
を厳密に求めた.さらに,拡散係数が零に近づいたときの固有値の漸近公式も得た.

研究成果の概要（英文）：We have deepened our original method and extended its scope in order to 
solve various problems for differential equations. We obtain all the candidate solutions and derive 
transcendental equations which are equivalent to problems to be solved. For instance, as for a 
cross-diffusion equation,we obtained the stability of stationary solutions in multidimensional case,
 which is inspired by 1 dimensional case results obtained by our method. As for linearized 
eigen-value problems for reaction diffusion equations, we have obtained all exact values of 
eigen-values and representation formulas of eigen-functions for Allen-Cahn type reaction diffusion 
equations. Moreover, we have asymptotic formulas of eigen-values as diffusion coefficients converge 
to zero.

研究分野： 大域解析学

キーワード： 非線形境界値問題　完全楕円積分　楕円関数　交差拡散方程式　反応拡散方程式　極限方程式　非局所
　線形化固有値問題
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研究成果の学術的意義や社会的意義
　従来,微分方程式の解の存在のための条件を求めたり,局所的な解の分岐構造に対して,現代的関数解析的な手
法により多くの数学的研究がなされ現在も発展を続けている.さらに詳しく精密に解の形状を知ること,解の大域
的な分岐構造の解明はより困難な問題である.しかし,生物学の発生や生命現象等にあらわれる数理モデルに対し
て,数学的な結果を利用できるようにするためには,是非とも克服すべき問題である.
　我々は,基本的で典型的ないくつかの微分方程式で記述される数理モデルに対し,特異摂動問題の解の精密な陽
的表示,さまざまな極限形状の精密表示,２次分岐等も含めた解の大域的分岐構造等の数学的解明を行なった.



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景  
解の存在のための十分条件を求めるとか，局所的な解の分岐構造に対しては，現代的な

関数解析的な手法により多くの研究がなされ現在も発展を続けているが，精密に解の形状
を知ることや，解の大域的な分岐構造を完全に解明することは手法的な限界もあり困難な
問題である．しかしながら，ここ十数年，急速に研究が発展してきている．  
 
２．研究の目的 
 我々は，十数年前に，重要で典型的な非線形境界値問題や非局所非線形境界値問題に対し，
すべての解を楕円関数を用いて陽的に表示しそれを活用することにより，従来極めて困難と思
われていた２次分岐以降をも含む完全な大域的分岐構造の解明方法を発見した． 
 以来，重要で典型的なさまざまな方程式の大域的分岐構造の完全解明，特異摂動問題の解の
極限形状の精密な表示に関する未解決問題を解決してきている． 
 同時に，重要で典型的な線形化固有値問題の解の陽的表示式を得，固有値の精密な漸近挙動
と固有関数の形状 に関する美しく不思議な事実も発見している．それらの事実の数学的な証明
には，新しいアイデアと数式処理ソフトを用いた膨大な計算を必要とする． 
 研究目的は，未完の証明を完結させ，同時にこの手法を発展させ適用範囲を拡大することで
ある． 
 
３． 研究の方法 
以下の問題に焦点をあてて研究をすすめる． 

(1) 交差拡散方程式の極限方程式の定常解の大域的分岐構造解明のため楕円関数による，解表
示を改良し定常解の一意性・多重性の証明を完結する． 
(2) 細胞極性の数理モデルにおいて，楕円関数による解表示を解析し,大域的分岐シートの性質
と定常解の大域的分岐構造を明らかにし，さらに,定常解の安定性の数学的な証明を発見する． 
(3) 次数の高い非線形項をもつ重要かつ典型的な反応拡散方程式の線形化固有値問題の固有値
を決定する方程式を導出し，楕円関数による固有関数の表示式を求め，さらに，拡散係数を零
に近づけたとき固有関数の極限形状を解明する． 
(4) 周期境界条件下での微分非線形シュレディンガー方程式のすべての進行波を，楕円関数を
用いて具体的に構成し，完全な分類を行う． 
 
４．研究成果 
上記で述べたことにできる限り対応させて，得られた研究成果を説明していく． 

(1)交差拡散方程式（cross-diffusion 方程式）については，交差拡散の効果をあらわすパラメ
ータを無限大とした定常極限方程式，および，パラメータが十分大の場合，拡散係数が定常解
存在域の上限に近づいた状況での，空間多次元の安定な定常解の存在に関する画期的な定理を 
Y. Lou 教授，W.-M. Ni 教授との共著で欧文誌 DCDS-A に発表した． 
 空間１次元で一般的な定常極限方程式に対しては，これまでずっと定常解は高々２個存在す
ると思われていたが，拡散係数が極めて小さいとき，定常解が３個存在するパラメータ領域が
存在することを，楕円関数を用いた解の表示式に基づく，半解析的方法により数値的に示した．
さらに，線形化方程式を離散化して行列の一般化固有値問題を導出して，固有値の様子を詳細
に調べて，線形化安定性・不安定性を数値的に明らかにした．これらのことを，森竜樹博士，
鈴木貴教授との共著で欧文誌 Math. Models and Meth.in Appl. Sci. に発表した． 
解の一意性と重複度については，半解析的方法より，パラメータに応じての，それらの変化

を数値的に状況把握した．一意性の成立状況での数学的証明は成功しているが，計算があまり
に膨大となってしまったので，欧文誌に発表のために証明の簡明化と改良に取り組んでいる． 
(2) 細胞極性を記述するある数理モデルにおいて，拡散係数を無限大とした定常極限方程式の，
単調解の存在・非存在・一意性・多重性に関する，大域的構造を解明した．すべての解は単調
解の折り返しで得ることができるので，これにより，すべの解の大域的構造が明らかとなった．
同時に，個々の解の形状の詳細も明らかにした． 
これらの結果を得ることは既存の手法では不可能と思われていたが，数式処理ソフトを利用

して膨大な厳密計算を行なうことにより，楕円関数による解表示を得て，すべての解の候補全
体をあらわすシート構成し，シートの等高線が滑らかな曲線であり一価関数のグラフとなって
いることを示した．楕円関数による解表示とシートの構成については，森竜樹博士，久藤衡介
教授，長山雅晴教授，辻川亨教授との共著で，AIMS の Proceeding に発表した．また，等高線
が滑らかな曲線であり一価関数のグラフとなっていることの証明は，森博士，久藤教授，辻川
教授との共著で欧文誌 DCDS-A に発表した． 
(3)線形化固有値問題については，従来困難と思われていた，重要で典型的な Neumann 境界条
件下での，空間１次 Allen-Cahn 方程式の線形化固有値問題の，固有値・固有関数の楕円関数
を用いた表示式を求めて，固有値の漸近公式，固有関数の極限形状を明らかにした．これを若
狭准教授との共著で，J. Differential Equations 発表した． 
(4)周期境界条件下での微分非線形シュレディンガー方程式がこれまで知られているものの他
に極めて多様な進行を持つことを楕円関数を用いて具体的に構成して示した．この結果は，村



井実博士，坂元国望教授との共著で AIMS の Proceeding に発表した．さらに膨大な計算を必要
とはするが全体からみるとまだまだ多数存在することを数値実験で確認作業をつづけていると
ころである．  
(5) 関連する新しい数理モデルとして，非線形項が解の定積分値で定まる非局所項を含む
Neumann 境界条件下での空間１次元 Allen-Cahn 方程式の定常解の大域的分岐構造を，森博士，
久藤教授，辻川教授との共著で欧文誌に発表した． 
(6)分担者の森田教授は質量保存則をもつ反応拡散方程式系の統一的立場から調べている．さら
に,代表者，分担者, J.S.Guo 教授で，研究課題に関連した quenching 問題についての共著論
文を発表した．  
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