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研究成果の概要（和文）：Pκλ上のイデアルの構造的性質の理論を展開した。
最小のイデアル the bounded ideal と同型なイデアルは、例外的な場合を除いて、最小の正規イデアル the 
nonstationary ideal を含まないことを示した。また、κ上の場合と同様に Ulam ideal を定義し、the 
bounded ideal は Ulam ではないことを示し、イデアル I が Ulam であることの特徴付けを、I の extension 
の coherence などを用いて与えた。さらに、剛性についても Ulam iedal との関係などを明かにした。

研究成果の概要（英文）：We developed the theory of structural properties of ideals over Pκλ.
First it was shown that, at the most cases, the ideal isomorphic to the bounded ideal,that is the 
smallest idal,does not contain the nonstationary ideal, the smallest normal ideal. Second, we define
 Ulam ideals similar to the case of κ, and show the bounded ideal is not Ulam, and give the 
characterization of Ulam ideals using the coherence of its extensions.
Last, we study the rigidity of ideals. The relation between the rigid ideals and Ulam ideals have 
been turned out. 

研究分野： 公理的集合論
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１．研究開始当初の背景

平成 24年度～平成 26年度助成研究「巨大基数を指

向しない Pκλ 上のイデアル論」において、Pκλ 上の

イデアルの構造的性質に関する理論の部分的展開に成

功した。とはいえ、もっとも基本的なイデアルである

the bounded ideal Iκ,λ の振る舞いですら、Iκ,λ と同

型なイデアルの大きさをはじめ、未解明な部分が多い。

正則基数 κ上のイデアルに関する理論 (Baumgartner-

Taylor-Wagon、[BTW] 1982) に匹敵するものを構築

するには、解決すべき問題が多数残されていた。

２．研究の目的

Pκλ上のイデアルの構造論的性質（structural prop-

erty）の研究を前進させる。

さらに、そこで得られた知見を Pκλ の組合せ論に残

された難問；弱い分割の性質と mild ineffability、コ

ンパクト基数、および Pκλ の濃度の関係、の解決へ

役立てる。

３．研究の方法

本研究では、先述の Baumgartner-Taylor-Wagonで

明らかにされた κ上の諸事実と対比させて、Pκλ上の

全単射に対する Iκ,λ の振る舞い、Ulam ideal や イデ

アルの剛性 (rigidity) にしぼって研究を進めていった。

４．研究成果

Pκλ 上のイデアルの構造理論のうち、Iκ,λ と同型な

イデアルの大きさ、Ulam イデアルの特徴付け、各種

の rigidity の間の関係など、いくつかの興味深い結果

を得た。κ 上に類似した結果もあれば、意外にもかな

り異なる様相を示す事実もある。長足とは言えないま

でも、研究に相当の進展があったと言えよう。

正則基数 κ と基数 λ ≥ κ に対して, Pκλ は濃度が

κ より小さい λ の部分集合の族 {x : x ⊂ λ, |x| < κ}
である。Pκλ の濃度を λ<κ で表す。

定義 0.1. X ⊂ Pκλ とする。

X は unbounded ⇔ 任意の x ∈ Pκλ に対し x ⊂ y を

満たす y ∈ X が存在する。

{X ⊂ Pκλ : X は unbounded ではない } を the

bounded ideal と言い、Iκ,λ で表す。

X は closed ⇔ X は κ より短い長さの ⊂ -increasing

sequence について閉じている。

X は club ⇔ X は closed かつ unbounded。

X は stationary ⇔ X は任意の club と共通部分を

もつ。

{X ⊂ Pκλ : X は stationary ではない } を the non-

stationary ideal と言い、NSκ,λ で表す。

定義 0.2. I は次の条件 (1) ∼ (5) を満たすときイデ

アルと言う。

1. I ⊂ P(Pκλ),

2. ∅ ∈ I かつ Pκλ /∈ I,

3. X ⊂ Y ∈ I ならば、X ∈ I,

4. κ 個より少ない I のメンバーの和集合

は、I のメンバーである (κ 完備),

5. Iκ,λ ⊂ I (fine)。

I positive set I+ = P(Pκλ) \ I、I の 双対フィルター

I∗ = {X ⊂ Pκλ : Pκλ\X ∈ I} とする。X ∈ I+ に対

し I の制限 (restriction) I|X = {Y ⊂ Pκλ : Y ∩X ∈
I} は I より大きいイデアルで、X はその双対フィル

ターのメンバーである。

写像 f : Pκλ → λ が regressive ⇔ 任意の空でない

x ∈ Pκλ に対し f(x) ∈ x。

Pκλ 上のイデアル I が 正規 ⇔ 任意の X ∈ I+ と

regressive 写像 f : X → λ に対し、{x ∈ X : f(x) =

γ} ∈ I+ である γ < λ が存在する。

I は 弱正規 ⇔ 任意の X ∈ I+ と regressive 写像

f : X → λ に対し、{x ∈ X : f(x) < γ} ∈ I+ である

γ < λ が存在する。

Jw = {X ⊂ Pκλ : 任意のγ < λに対し {x ∈ X :

f(x) < γ} ∈ Iκ,λである regressive写像 f : X →
λが存在する }。
任意の弱正規イデアルは Jw を含む。

写像 f : Pκλ → Pκλ が set-regressive ⇔ 任意の空で

ない x ∈ Pκλ に対し f(x) ⊂ x かつ |f(x)| < |x ∩ κ|。
Pκλ 上のイデアル I が 強正規 ⇔ 任意の X ∈ I+ と

set-regressive 写像 f : X → Pκλ に対し、{x ∈ X :

f(x) = a} ∈ I+ である a ∈ Pκλ が存在する。

定義から、Iκ,λ は Pκλ 上の最小なイデアルで、NSκ,λ

は最小の正規イデアルであることが分かる。最小の強

正規イデアルを WNSκ,λ で表す。

また、κ 上の the bounded ideal Iκ = Iκ,κ, the non-

stationary ideal NSκ = NSκ,κ である。



定義 0.3. I は Pκλ 上のイデアルで f : Pκλ → Pκλ

とする。

(1) f は I-fine ⇔ 全ての α < λ に対し、{x ∈ Pκλ :

α /∈ f(x)} ∈ I。

f が I-fine であることと、f∗(I) = {X ⊂ Pκλ :

f−1(X) ∈ I} がイデアルであることは同値である。
I -fine である関数の集合を R(I) で表す。

R(I) に半順序 ⋖ を、f ⋖ g ⇔ {x : sup f(x) <

sup g(x)} ∈ I∗ で定める。

(2) I は P-point ⇔ 任意の I-fine 写像 f に対し、X ∈
I∗ で任意の α < λ について {x ∈ X : α /∈ f(x)} ∈
Iκ,λ を満たすものが存在する。(全ての正規イデアルは

P-point である。)

(3) I は weakly selective ⇔ X ∈ I+ で f が I|X-fine

ならば、ある (I|X)+ のメンバー上で f は 1 対 1 に

なっている。

(3) ふたつのイデアル I と J は 同型 (I ∼= J で表す)

⇔ ある全単射 f : Pκλ → Pκλ があり、J = f∗(I) 。

(4) I と J は coherent ⇔ I ∪ J ⊂ K を満たすイデア

ル K がある。

(5) I と J は pseudo isocoherent ⇔ J と f∗(I) が

coherent な bijection f : Pκλ → Pκλ がある。(f は

I -fine でなくてもよい。)

§1. Iκ,λ と同型なイデアル

前年度までの助成研究で、次のことが分かっていた。

事実 1.1. cof(λ) ≥ κ、f は R(I) で ⋖ -極小で

{x : sup(f(x)) /∈ f(x)} ∈ I∗ ならば、Jw と f∗(I)

は coherentである。

本研究ではまず、このような f の存在を明らかにした。

定理 1.2. 任意のイデアル I に対し、事実 1.1 の条件

を満たす関数 f : Pκλ → Pκλ が存在する。したがっ

て、Pκλ 上の全てのイデアルは Jw と coherent なイ

デアルに射影できる。

次に、Iκ,λ の制限の間の coherence について調べた。

命題 1.3. (1) X ∈ I+κ,λ\I∗κ,λ の濃度が、unbounded set

のうちで最小ならば、任意の Y ∈ I+κ,λ に対し Iκ,λ|X
と同型で Iκ,λ|Y を含むイデアルが存在する。
(2) 任意の unbounded な X と Y に対し、Iκ,λ|X と
同型で Iκ,λ|Y と coherent なイデアルがある。

κ 上では the bounded イデアルの制限は正規ではな

い。Pκλ ではそれと異なり、Iκ,λ の制限が正規イデア

ルになる場合が知られている。しかし、次の事実もよ

く知られている。

事実 1.4 λ<κ = λ ならば、任意の stationary set X

に対し、Iκ,λ|X ̸= NSκ,λ|X である。
これは次のように一般化できた。

命題 1.5. λ<κ = λ ならば、任意の unbounded set X

と f : Pκλ → Pκλ に対し、f∗(Iκ,λ|X) は Jw を含ま

ない。

次は、イデアルの生成元の濃度に関する周知の事実で

ある。

事実 1.6. (1) λ -生成イデアルは正規ではない。

(2) Iκ,λ は強正規ではない。

これを拡張することにも成功した。

命題 1.7. (1) λ -生成イデアルは Jw を含まない。

(2) κ が Mahlo 基数ならば、λ<κ -生成イデアルは

WNSκ,λ を含まない。

系 1.8. (1) Unbounded set の最小濃度が λ ならば、

任意の X ∈ I+κ,λ に対し、Iκ,λ|X と同型なイデアルは
NSκ,λ を含まない。

(2) κ が Mahlo 基数ならば、任意の X ∈ I+κ,λ に対し、

Iκ,λ|X と同型なイデアルは WNSκ,λ を含まない。

§2. Ulam イデアル

定義 2.1. I は Pκλ 上のイデアルで f : Pκλ → Pκλ

とする。

I は Ulam ⇔ f : Pκλ → Pκλ が 2 to 1 ならば、ある

X ∈ I∗ 上で f は 1 対 1 である。

Ulam ではないイデアルは必ず存在し、ある条件の

下で Ulam イデアルが存在する。

命題 2.2. (1) A ∈ I+κ,λ に対し、Iκ,λ|A は Ulam では

ない。

(2) {tξ : ξ < λ<κ}を Pκλの enumeration、{Aξ : ξ <

λ<κ} を Pκλ の互いに素な unbounded set による分

割とする.

X ∈ I ⇔ {tξ : X ∩Aξ ∈ I+κ,λ} ∈ Iκ,λ

で定義される Pκλ 上のイデアル I は Ulam ではな

い。(この I は、どんな unbounded set X に対しても

Iκ,λ|X と異なることが示せる。)



(3) Jw ⊂ I で sup |X が 1 対 1 であるような X ∈ I∗

が存在するならば、I は Ulam である。

Ulam イデアルに関しては、[BTW] と同様な特徴付け

を証明できた：

定理 2.3. Pκλ 上のイデアル I について、次の (1) ∼
(5) は同値である：

(1) I は Ulam である。

(2) I ⊂ J,K で、J ∼= K ならば、J = K である。

(3) I ⊂ J,K で、J ∼= K ならば、J とK は coherent

である。

(4) I ⊂ J,K で、J と K が pseudo isocoherent な

らば、J と K は coherent である。

(5) A, B ∈ I+ で I|Aと I|B が pseudo isocoherent

ならば、I|A と I|B は coherent である。

系 2.4. I は Ulam イデアルで I ⊊ J とする。このと

き、どんな A ∈ J \ I に対しても I|A と J は pseudo

isocoherent ではない。

§3. イデアルの剛性 (rigidity)

各種の剛性について、それらの間の、および Ulamイデ

アルとの関係を調べた。κ上のイデアルの場合 [BTW]

と同じような結果もあるが、かなり異なる興味深い事

実も発見された。

定義 3.1. I を Pκλ 上のイデアルとする。

(1) I が 剛性 をもつ (rigid) ⇔ f∗(I) = I ならば、あ

る X ∈ I∗ 上で f = id.、つまり、任意の x ∈ X に対

し f(x) = x である。

(2) I が bijectively rigid ⇔ f : Pκλ → Pκλ が全単射

で f∗(I) = I ならば、ある X ∈ I∗ 上で f = id. で

ある。

(3) I が locally rigid ⇔ f∗(I) = I ならば、ある X ∈
I+ 上で f = id. である。

(4) I が weakly rigid ⇔ 任意の X ∈ I+ に対し、I|X
は locally rigid である。

定義から次のことは明らかである。

事実 3.1. Rigid なイデアルは、bijectively rigid かつ

locally rigid である。

Ulam イデアルと同じく、rigid ではないイデアルが存

在するが、bijectively rigid イデアルも必ず存在する。

また、ある条件下で、剛性をもつイデアルが存在する。

命題 3.2. (1) Iκ,λ は bijectively rigid および locally

rigid のいずれでもない。

(2) λ > κ に対し、Jw は bijectively rigid および

locally rigid のいずれでもない。(λ = κ のときは、

Jw = NSκ は rigid である。)

(3) 正規イデアルは bijectively rigid である。

(4) I は弱正規イデアルか Jw を含む P -point のいず

れかで、sup |X が 1 対 1 であるような X ∈ I∗ が存

在するならば、I は rigid である。

Bijectively rigid なイデアルに関しては、[BTW] と同

様な特徴付けを証明できた：

定理 3.3. Pκλ 上のイデアル I について、次の (1) ∼
(3) は同値である：

(1) I は bijectively rigid である。

(2) A, B ∈ I+ で I|A ∼= I|B ならば、I|A = I|B で
ある。

(3) A, B ∈ I+ で I|A ∼= I|B ならば、I|A と I|B
は coherent である。

系 3.3. 正規イデアルの異なる制限は同型ではない。

定理 3.2 を足場に、各種の rigidity 間および、rigidity

と Ulam イデアルの関係が次第にわかってきた。

命題 3.4. (1) Bijectively rigid なイデアルの制限は

bijectively rigid である。

(2) Rigid なイデアルは weakly rigid である。

(3) Weakly rigid なイデアルは、bijectively rigid かつ

locally rigidである。

定理 3.5. (1) Ulam イデアルは bijectively rigid で

ある。

(2) I がUlamで sup |X が 1対 1であるようなX ∈ I∗

が存在するならば、I は weakly rigid である。

(3) Weakly selective な Ulam イデアルは、rigid で

ある。

(4) sup |X が 1 対 1 であるような stationary set X

が存在するならば、locally rigid だが bijectively rigid

ではないイデアルが存在する。

(5) sup |X が 1 対 1 であり、NSκ,λ|X が nowhere λ

saturated であるような stationary set X が存在する

ならば、rigid ではない Ulam イデアルが存在する。

最後に、イデアル I が Ulamかどうかと、I の exgten-

sion の rigidty との関係を述べる。



定理 3.6. イデアル I に対し、以下の implication (1)

⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) が成り立つ。さらに、sup |X が 1

対 1 であるような X ∈ I∗ が存在するならば、(1) ∼
(4) は同値である。

(1) I を含むイデアルは全て locally rigid である。

(2) I を含むイデアルは全て weakly rigid である。

(3) I を含むイデアルは全て bijectively rigidである。

(4) I は Ulam である。
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Lindelöf spaces with points Gδ, International Confer-

ence on Set-Theoretic Topology and its Applications,

神奈川大学 (2011 年 8 月 25 日)

[4] Toshimichi Usuba, Set-theoretic geology and large

cardinals, Computability Theory and Foundations of

Mathematics 2015, 東京工大 (2015 年 9 月 11 日)

[5] 阿部吉弘, Pκλ 上の isocoherence をどう定義する

か, 日本数学会 2015 年度秋季総合分科会, 京都産業大

学 (2015 年 9 月 15 日)

[6] Toshimichi Usuba, Set-theoretic geology and large

large cardinals, Recent Developments in Axiomatic

Set Theory, 京都大学 (2015 年 9 月 17 日)

[7]薄葉季路, Remarks on elementary submodel topol-

ogy, 集合論的位相幾何学および幾何学的トポロジーの

最近の動向と展開, 京都大学 (2015 年 11 月 18 日)

[8] Toshimichi Usuba, Selective ideals over Pκλ, 1st

Pan Pacific International Conference on Topology

and Applications, Minnan Normal University, China

(2015 年 11 月 26 日)

[9] Hiroaki Minami, The dominating number of Fσ

ideals on Katetov-Blass order, 1st Pan Pacific Inter-

national Conference on Topology and Applications,

Minnan Normal University, China (2015 年 11 月

27 日)

[10] Toshimichi Usuba, The Downward Directed

Grounds hypothesis, IMS-JSPS joint Workshop in

Mathematical Logic and Fundations of Mathematics,

National University of Singapore, Singapore (2016年

1 月 26 日)

[11] 薄葉季路, 有向集合の分類, 山陰基礎論・解析学セ



ミナー 2016, 皆生の里「ゆるり」, 米子 (2016 年 1 月

30 日)

[12] 薄葉季路, The universe and multiverse, 科学基礎

論学会 2016 年度総会・講演会, 埼玉大学 (2016 年 6

月 19 日)

[13] Toshimichi Usuba, Linelöf spaces and large car-
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