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研究成果の概要（和文）：グラフGの多変数のゼータ関数の行列式表示を求めた。また、Gの四元数重みの第1、2
種重み付きゼータ関数の橋本型、伊原型の行列式表示、指数型母関数表示、オイラー積表示を与え、G上のある
四元数量子ウォークの固有値を決定した。さらに、G上の2-tessellable SQWの固有値を決定した。Gの正則被覆
に関するメルテンスの第３定理を与えた。また、Gのある重み付きゼータ関数の第２次微分係数を、Gの重み付き
キルヒホッフ指数と全域木の重みの総和を用いて表した。Gの新しい重み付き伊原ゼータ関数を定式化して、非
交差ランダムウォークに応用し、炭素系の電気伝導率を、伊原ゼータ関数の極の分布を用いて解析した。

研究成果の概要（英文）：We gave a determinant expression for a multivariable zeta function of a 
graph G. Moreover, we presented determinant expressions of Hamimoto type and Ihara type,  exponetial
 generating functions and the Euler producs for the quatenionic 　first and second weighted zeta 
functions of G, and decided spectra for the time evolution matrices of some quaternionic quantum 
walks on G. Furthermore, we decided spectra for a 2-tessellable staggered quantum walk on G. 
 We gave the third theorem of Mertense for a regulr covering if G. Moreover, we expressed the second
 defferential coefficient of the determinant of the determinant expression for the second weighted 
zeta function of G by using its weighted Kirchhoff index and its weighted complexity. 
　We formulated a new weighted Ihara zeta function and applied it to non-backtracking random walks. 
Furthermore, we analized disordered carbon systems by using the distribution for the poles of the 
Ihara zeta function. 

研究分野： グラフ理論

キーワード： グラフ　ゼータ関数　量子ウォーク

  ３版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
グラフのゼータ関数とグラフ上の量子ウォークが関連していることがわかり、グローバーウォークの時間発展行
列の特性多項式が導かれ、固有値が導出された。これを契機として、グラフのゼータ関数と量子ウォークの共通
領域が創出され、両方の分野において進展が見られた。
グラフのゼータ関数の拡張を通して、種種の量子ウォークの時間発展行列の特性多項式のを得ることが可能とな
り、そのスペクトル解析を容易にしている。逆に、その過程からグラフの新たなゼータ関数が出現し、グラフの
ゼータ関数の適応範囲を広っている。これから、グラフのゼータ関数と量子ウォークは、相互作用をしながら発
展し、新たな研究領域の創生が予想される。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
ゼータ関数は、リーマンのゼータ関数を始め、整数論、代数幾何、スペクトル幾何、力学系等
いろいろな分野に現れ、数学の重要な理論、問題、リーマン予想などの予想に深く関わってい
る。例えば、整数論では、素数の分布に関するリーマンのゼータ関数、デデキントのゼータ関
数のアルティンの L 関数による分解公式、p-進離散群の伊原のゼータ関数がある。リーマン多
様体のスペクトル幾何には、セルバーグのゼータ関数や砂田の等スペクトル多様体の仕事があ
る。 
 グラフや digraph のゼータ関数の拡張として、渡辺&福水の手法を用いて、digraph の重み
付き Bartholdi ゼータ関数の新しい行列式表示(2013)、グラフの行列重みの Ihara L 関数の行
列式表示(2014)を与えた。また、グラフの edge L 関数を導入し、その行列式表示を導いた(2012)。
さらには、2 部グラフの 3 変数の一般 Bartholdi ゼータ関数を定義し、その行列式表示を得た
(2013)。 
hypergraph については、3 変数の一般 Bartholdi ゼータ関数を導入し、その行列式表示を与え
(2014)、hypergraph の edge ゼータ関数、edge L 関数を定義し、それらの行列式表示を求め、
hypergraph の covering の edge ゼータ関数を edge L 関数の積で表示した(2012)。 
無限グラフについては、periodic simple graph G の Bartholdi ゼータ関数が、G へ収束する正
則被覆グラフの無限列の Bartholdi ゼータ関数の極限であることを示した(2012)。 
量子グラフ関連では、Smilansky の定理を digraph に拡張し(2013)、それをもとに、グラフや
digraph の新たな重み付きゼータ関数を定義し、その行列式表示を得た(2011,2014)。 
グラフ上の量子ウォークについては、偶然、今野先生と共同研究する機会を得て、グラフ上の
離散時間量子ウォークの一つであるGroverウォークのGrover遷移行列とその正台の特性多項
式を、第２種重み付きゼータ関数と Ihara ゼータ関数の行列式表示を用いて導出し、直接的に、
それらのスペクトルを決定した(2012)。また、一般 Szegedy 遷移行列を導入して、その特性多
項式を与え、応用として、Grover 遷移行列とその正台、Szegedy 遷移行列の特性多項式を導き、
それらのスペクトルを直接的に、決定し、Grover 遷移行列の 2 乗の正台の特性多項式からそ
のスペクトルを導き、Grover 遷移行列の 3 乗の正台の行列の構造を決定した(2013)。量子グラ
フの 4 つの散乱行列から、4 つの量子ウォークを考え、それらの関係を論じ、特性多項式を導
いた(2013)。Grover 遷移行列と Ihara ゼータ関数の関連性をもとに、Grover 遷移行列の 2 乗
の正台を”edge matrix”とする、グラフのゼータ関数(modified ゼータ関数)を定義し、オイラ
ー積、母関数表示、行列式表示、極、収束半径を与え、complexity のとの関連を論じた(2014)。 
2014 年、”AMS Special Session on Quantum Walks, Quantum Computation and Related 
Topics”に招待され、”Quantum walk and zeta function of a graph”というタイトルにて発
表した。2015 年も同会に招待され、発表予定である。 
グラフゼータとその周辺の研究は、1990 年代後半、盛んになり、2013 年に Terras の”Zeta 

functions of graphs”の本が出版され、一段落を迎えたが、まだまだ、多くの課題が残されて
おり、豊富な結果が出るものと思われる。この方面の研究は、現在、世界では、Stark&Terras
の後を受けて、Deitmar, Clair, Winnie Li, Fang, Kang, Storm 等の Terras グループ、Guido, 
Isola, Lapidus 等 fractal geometry の研究グループ、Pollicott, Karlsson 達がおり、グラフの
ゼータ関数を拡張している。グラフのゼータ関数の応用としては、、物理の分野から、Texier, 
Harrison, Desbois 等の量子グラフの研究グループ、Hancock,Wilson 等のパターン認識の研究
グループ、情報幾何の分野の渡辺、福水達、今野、瀬川等の量子ウォークグループの参入があ
り、層が厚くなり、成果が期待できる。 
２．研究の目的 
先ず、グラフや digraph の 2 変数の Bartholdi 関数を、n 変数の Bartholdi 関数に一般化して、
その行列式表示を与える。また、グラフや digraph の cycle の別の概念を導入し、新しいタイ
プのゼータ関数を定義し、その行列式表示を求める。グラフの modified ゼータ関数と合わせて、
素数定理、Chevotarev の定理、跡公式や、グラフの無限列に対するそれらの極の分布を与え
る。Lapidus 達や Deitmar が得た、無限グラフの Ihara ゼータ関数、edge ゼータ関数を、無
限グラフや無限 digraph の Bartholdi ゼータ関数に拡張する。PGL3(F)や PGSp(4,F) (F は非
アルキメデス的局所体)のBruhat-Tits buildingの Iharaゼータ関数をBartholdiゼータ関数に
一般化し、単体的複体の Ihara ゼータ関数を定式化する。 
量子ウォークとの関連ではグラフ上の離散時間量子ウォークの遷移行列の特性多項式やそのス
ペクトルを通して、グラフゼータの新たな応用を模索したい。また、物理と量子グラフとの関
連では、量子グラフの散乱行列に関する行列式の種々の公式の別証明等、物理への応用を込め
た、グラフゼータの新しい方向付けを考えたい。 
３．研究の方法 
・グラフや digraph の 2変数の Bartholdi ゼータ関数を、n(≧3)変数の Bartholdi ゼータ関数
に拡張する。              
・グラフの modified ゼータ関数の素数定理、Chevotarev の定理、跡公式を与える。 
・無限グラフの edge ゼータ関数や、measurable graph の Ihara ゼータ関数を、Bartholdi ゼー
タ関数に一般化する。 
・PGLn(F)や PGSp(4,F)の Bruhat-Tits building を含む、単体的複体の Ihara ゼータ関数を定



式化する。 
・正則グラフと半正則 2部グラフの重み付きゼータについてセルバーグ型の跡公式を導き、極
の偏角の分布を考察する。 
・量子グラフについて、spectral determinant に関する種々の公式の別証明等、物理への応用
を込めた、グラフゼータの新しい方向付けを考えたい。 
・いろいろなグラフゼータを利用して、一般的な遷移行列を定義し、新しい量子ウォークを定
式化して、それらの確率の極限分布を模索する。 
４．研究成果 
平成２７〜３０年年度、“グラフのゼータ関数の拡張と応用”について、以下ような結果を得た。 
 
I. グラフや digraph のゼータ関数の多変数ゼータ関数や、非可環重みの weighted ゼータ関数
への拡張    
(1) グラフの Bartholdi ゼータ関数を拡張して、(n+1)変数の一般 Bartholdi ゼータ関数を定
義し、その行列式表示を求めた。また、グラフの正則被覆の一般 Bartholdi ゼータ関数の分解
公式と、グラフの一般 Bartholdi L-関数の行列式表示を与え、グラフの正則被覆の一般
Bartholdi ゼータ関数を、base graph の一般 Bartholdi L-関数の積で表した。論文として、
Linear Multilinear Algebra に掲載された。 
(2) digraph の Bartholdi ゼータ関数の行列式表示の Stark & Terras の方法による、別証明を
与えた。論文として、Graphs and Combinatorics に掲載された。 
(3) グラフの四元数重みの第 1 種 weighted ゼータ関数を定式化して、Study 行列式を用いた、
橋本型、伊原型の行列式表示、指数型母関数表示、オイラー積表示を与えた。論文として、
Jouranal of Algebraic Combinatorics に掲載された。  
(4) グラフの四元数重みの第 2 種 weighted ゼータ関数を定式化して、Study 行列式を用いた、
橋本型、伊原型の行列式表示を与え、オイラー積を導いた。論文として、Linear Algebra 
Applications に掲載された。 
(5) グラフ上のある量子ウォークの時間発展行列の正台と伊原ゼータ関数の行列式表示に現れ
る edge matrix が転置の関係にあるので、単体的複体量子ウォークへの拡張の一環として、２
次元の単体的複体のゼータ関数を定義し、その行列式表示を考察した。日本数学会応用数学分
科会やグラフ関係の研究集会にて、口頭発表した。 
 
II. グラフのゼータ関数の量子ウォークへの応用     
(1) I. (4)に関連して、四元数 Grover 行列を時間発展行列とする、グラフ上の離散時間量子ウ
ォークを考え、グラフの第2種weightedゼータ関数の行列式表示を、四元数Grover行列のStudy
行列式へ拡張して、四元数 Grover 行列の固有値を決定した。論文として、Quantum Information 
Processing に掲載された。 
(2) I. (4)に関連して、四元数重みをもつグラフについて、Study 行列を用いた第２種 weighted
ゼータ関数の行列式表示を求め、グラフ上の四元数 Grover walk の時間発展行列の左固有値を
決定した。論文として、Interdisciplinary Information Sciences に掲載された。 
(3) I. (4)に関連して、グラフ上の四元数 Szegey walk を定式化して、第２種 weighted ゼータ
関数の行列式表示を用いて、四元数 Szegey walk の時間発展行列の固有値を決定した。また、
その固有ベクトルを求めた。論文として、Quantum Information Computing に掲載された。 
(4) I. (4)に関連して、各点にループを持つグラフ Gの第２種 weighted ゼータ関数の行列式を
与え、Study 行列を用いた四元数版に拡張して、Gの四元数 Grover walk の時間発展行列の固有
値を決定した。論文として、graphs and Combinatorics に掲載された。 
(5) グラフ上の 2-tessellable staggered quantum walk と２部グラフ上の Szegedy walk の時
間発展行列の特性多項式を導き、それらの固有値を決定した。論文として、Yokohama 
Mathematicak Journal に掲載された。 
(6) グラフ上の 2-tessellable staggered quantum walk の時間発展行列の固有ベクトルを決定
し、その性質を調べた。論文として、Linear Algebra and its Applications に掲載された.  
(7) ２－分割量子ウォークを用いて、２－分割量子ウォーク、Szegedy walk、２-tessellable 
staggered quantum walk のユニタリ同値性を示した。論文として、Quantum Inf. Process.に
掲載された。 
(8) 完全グラフ、完全 2部グラフ、強正則グラフに対する Grover walk の時間発展行列である
Grover 行列の周期を完全に決定した。論文として、Interdisciplinary Information Sciences
に掲載された。 
 
III. 整数論のゼータ関数の類似版  
(1) 1974年に、Williamsが整数論おけるMertensの第３定理を拡張した結果のグラフ版を考え、
グラフのアーベルの被覆グラフの場合に付いて、Mertens の第３定理にタイプする結果を与え
た。論文として、Quatery J. Math. に掲載された。 
(2) 1974年に、Williamsが整数論おけるMertensの第３定理を拡張した結果のグラフ版を考え、
グラフの一般の被覆グラフの場合に付いて、Mertens の第３定理にタイプする結果を与えた。
論文として、Forum Math.に掲載された。 



 
IV. その他のグラフのゼータ関数の応用 
(1)グラフの balanced signed graph を digraph に拡張して、signed digraph が balanced であ
るための必要十分条件を与えた。また、signed digraph が balanced であるためには、その
digraphの伊原ゼータ関数とweightedゼータ関数が一致することが必要十分条件であることを
示した。応用として、強連結 digraph の構造を考察することによって、signed digraph の
balanced covering の構造を決定した。論文として、Graphs and Combinatorics に掲載された。 
(2) グラフ Gの Kirchhoff index を拡張して、Gの weighted Kirchhoff index を定式化し、G
の第２種 weighted ゼータ関数の行列式表示の行列式の u=1 における第２次微分係数を、G の
weighted Kirchhoff index と weighted complexity を用いて表した。また、この結果を G の
regular covering に拡張した。論文として、Linear Algebra and its Applications に掲載さ
れた。 
(3) グラフ Gの新しい weighted Ihara ゼータ関数、新しい weighted Ihara L-関数を定式化し
て、Gの regular covering の新しい weighted Ihara ゼータ関数を、Gの新しい weighted Ihara 
L-関数の積で表した。応用として、non-backtracking random walk に関する Kempton の結果
の別証明を与えた。論文として、Linear Algebra and its Applications に掲載された。 
(4) 無秩序な炭素系の電気伝導率について、Ihara ゼータ関数の極の分布を用いて解析した。
論文として、Physics Letters A に掲載された。 
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